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寻求 非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 是 非 线性 科学 研究 的 核心 问题 之 一 ,可 是 由 于 非 线性 
方程 的 复杂 性 , 不 可 能 有 统一 的 求解 方法 ,但 经 过 众多 科学 家 的 努力 ,人 们 目前 已 经 建立 和 
发 展 了 许多 各 具 特 色 的 构造 精确 解 的 有 效 方法 ， 如 反 散 射 方法 0 Backlunud . , Dar- 
boux 变换 法 055.61 Hirota WHEE) 、 延 拓 法 9 Painleve А”, Lie HERO”) | Tanh P8 
数 法 02 -51 等 . 特别 是 近年 来 , 随 着 计算 机 代数 理论 的 发 展 , 人 们 可 以 运用 Maple 或 Mathemat- 
іса 等 程序 便捷 地 求解 复杂 、 宛 长 的 非 线 性 代数 方程 组 ,从 而 为 求解 非 线 性 数学 物理 方程 的 精 
确 解 提供 了 有 力 的 工具 . 尽管 如 此 , 仍 有 大 量 的 具有 实际 背景 的 非 线 性 数学 物理 方程 ,需要 新 
的 方法 才能 求 出 其 精确 解 . 

对 于 非 线 性 数学 物理 方程 ,为 求 它们 的 精确 行 波 解 ,首先 要 把 这 些 方程 约 化 成 非 线 性 常 微 
分 方程 ,在 很 多 情形 下 ,这 些 非 线性 常 微 分 方程 是 多 项 式 形 式 . 对 于 多 项 式 型 的 非 线性 微分 
方程 ,可 以 分 为 两 类 :一 类 是 秩 齐 次 的 , 另 一 类 是 秩 非 齐 次 的 . 对 于 不 是 多 项 式 形式 的 非 线性 
方 程 , 大 多 可 以 通过 变换 化 成 多 项 式 形式 , 因此 研究 这 些 方程 是 具有 比较 普遍 意义 的 . 为 求 
这 些 方程 的 解 , 刘 成 仕 提 出 了 两 个 非常 有 效 的 方法 , 一 个 就 是 对 于 能 直接 化 成 初等 积分 形式 
的 方程 , 利用 多 项 式 的 完全 判别 系统 , 求 出 原 方程 的 所 有 可 能 的 单行 波 解 . 在 这 本 书 里 , 我 们 
将 这 一 方法 统称 为 多 项 式 完 全 判别 系统 法 ~””%1. 另 一 个 就 是 试探 方程 法 中 "1 ,这 种 
方法 从 方程 的 自身 结构 着 手 , 对 非 线 性 常 微分 算 子 进行 因子 分 解 ， 即使 方程 本 身 不 可 积 , 也 
可 以 分 出 一 个 可 积 的 子 方程 , 这 样 就 得 到 了 它 的 部 分 精确 解 ,这 在 求解 观念 上 是 一 个 大 的 改 
Як. 同时 , 这 一 方法 有 着 深刻 的 理论 基础 , 随 着 这 一 方法 的 不 断 发 展 , 它 不 仅 适用 于 许多 秩 齐 
次 方程 , 对 于 许多 秩 非 齐 次 方程 也 适用 . 利用 这 两 种 新 方法 , 不 仅 可 以 求 出 许多 非 线性 数学 
物理 方程 的 精确 解 , 还 可 以 求 出 许多 由 其 他 方法 得 不 到 的 新 解 .，”” ,并 且 这 两 种 方法 更 直 
Bi, BME. 目前 还 没有 专门 介绍 这 两 种 研究 方法 的 书籍 ， 对 于 欲 了 解 . 掌 握 该 研究 方法 的 人 
们 只 能 从 零散 的 有 关 文 献 中 去 寻找 学 习 , 这 给 学 习 者 和 研究 者 带 来 很 大 不 便 . 因此 , 本 书 系 
统 完 整地 介绍 了 这 两 种 方法 , 并 利用 这 两 种 方法 求解 许多 非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 , 使 
读者 通过 本 书 能 完全 、 系 统 有 效 地 掌握 该 方法 ,以 适用 于 今后 的 非 线性 研究 . 

本 书 第 一 部 分 介绍 多 项 式 完 全 判别 系统 法 . 这 一 部 分 共 分 5 N. 第 上 章 首先 简单 介绍 了 
多 项 式 完全 判别 系统 法 ,并 且 给 出 了 二 阶 至 五 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 . 第 2 章 具 体 介 绍 二 
阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 , 利用 该 方法 求 出 了 2 + 1 维 广义 Hirota FA Maccari’ s 方程 组 的 
精确 解 ， 其 中 包括 许多 新 解 . 第 3 章 具体 介绍 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 , 利用 该 方法 求 出 
T 241 维 Zakharov-Kuznetsov 7j f£ , Kadmtsev-Petviashvili 方程 .2 + 1 维 Bousenisq 方程 正则 长 
波 方程 和 Pochharmer-Chree 方程 的 精确 解 , 其 他 包括 许多 新 解 . 第 4 章 具体 介绍 四 阶 多 项 式 完 
全 判别 系统 法 , 利用 该 方法 求 出 了 Medium Equal Width 方 程 、 正 Gardner 方程 、. 非 线性 耦合 标 
量 场 方程 的 精确 解 ,其 中 包括 大 量 新 解 . 第 5 章 具体 介 绍 五 阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 , 利用 该 
方法 求 出 了 带 有 四 阶 非 线性 项 的 D+1 维 Klein-Gordon 方程 \ 带 有 任意 阶 非 线 性 项 的 混合 KdV 
方程 以 及 不 带 耗 散 项 的 广义 KP 方程 的 精确 解 , 其 中 包括 大 量 新 解 . 事实 上 , 所 求 这 些 方程 的 
精确 解 ， 都 是 原 方程 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 , 这些 完 备 的 结果 用 其 他 展开 方法 是 不 可 能 得 


了 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


到 的 . 

第 二 部 分 介绍 试探 方程 法 . 这 一 部 分 共 分 7 章 , 详细 介绍 了 多 项 式 试探 方程 法 有 理 试探 
方程 法 和 无 理 试探 方程 法 . 前 4 章 分 别针 对 秩 齐 次 和 秩 非 齐 次 方程 给 出 了 四 种 多 项 式 试探 方 
程 法 ,并 且 作 为 应 用 , 求 出 了 1+1 ЯЕ Camassa-Holm 7j f£ , Tzizeica-Dodd-Bullough 方程 等 11 个 
非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 ,其 中 包括 很 多 新 解 . 第 5 章 和 第 6 章 分 别 给 出 了 有 理 试探 方 
程 法 和 无 理 试探 方程 法 , 并 分 别 用 这 两 种 方法 求 出 了 2 + 1 维 KdV-Burgers 方程 和 RLW- 
Burgers 方程 耗 散 双 Sine-Gordon 方程 的 精确 解 . 第 7 章 给 出 了 推广 的 无 理 试探 方程 法 ,作为 
更 一 般 的 方法 ,能 求解 更 多 的 非 线 性 数学 物理 方程 .作为 应 用 求 出 了 Fujimoto-Watanabe 方程 
的 精确 解 . 

多年 来 , 人 们 不 断 改进 已 有 的 求解 方法 ,并 且 努 力 寻 找 各 种 新 方法 ,使 得 过 去 一 些 难 以 
求解 的 方程 得 到 解决 ,而 且 不 断 发 现 许多 非 线性 数学 物理 方程 有 重要 意义 的 新 解 . 比如 射影 
Riccati 方程 方法 是 构造 非 线 性 数学 物理 方程 精确 解 的 一 种 有 效 方法 ， 人们 多 年 来 不 断 研 究 改 
进 这 个 方法 , 并 且 利 用 各 种 Riccati 方程 发 现 其 他 新 方法 . 但 是 该 方法 的 理论 基础 往往 被 
ам. 

因此 本 书 第 三 部 分 就 是 对 射影 Riccati 方程 方法 进行 理论 研究 . 这 一 部 分 共 分 2 K. 第 1 
章 在 广泛 研究 射影 Riccati 方程 方法 的 基础 上 ,以 多 项 式 型 的 非 线性 微分 方程 为 例 , 给 出 了 射 
影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 . 同时 研究 了 这 个 方法 的 数学 基础 ， 得 到 该 方法 的 主要 结论 ， 
指出 了 射影 Riccati 方程 方法 的 局 限 性 . 第 2 章 作为 这 个 方法 的 应 用 ,: 求 出 了 Fitzhugh-Nagumo 
方 程 、BBM-Burgers 方程 和 广义 KPP 方程 的 精确 解 . 

本 书 求解 的 非 线性 数学 物理 方程 ,主要 是 作者 近年 将 本 书 所 述 方 法 在 众多 非 线 性 数学 物 
理 方 程 应 用 的 一 部 分 ,有 些 是 已 经 发 表 了 的 ,有 些 是 新 的 结果 , 但 为 方便 读者 ,力求 内 容 详 细 
全 面 ,还 是 将 其 写 在 此 书 中 . 

本 书 在 编写 与 出 版 过 程 中 ,得 到 了 刘 成 仕 教授 的 建议 与 帮助 ,得 到 了 哈尔滨 工程 大 学 出 版 
社 的 大 力 支持 ,在 此 一 并 表示 感谢 。 


作 者 
2010 年 4 月 
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第 1 编 多 项 式 完 全 判别 系统 法 及 其 应 用 


在 这 一 部 分 ,利用 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 ”1 ,来 寻求 若干 非 线性 数学 物理 方程 
的 所 有 单行 波 解 的 分 类 . 


第 1 章 ， 多 项 式 完全 判别 系统 法 概述 


为 寻求 某 些 非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 行 波 解 ,我 们 常常 将 这 些 方程 约 化 成 如 下 常 微分 
方程 


u'(£) = G(u,0,,0,,---,0,.) (1.1.1) 
其 中 ,6 ,0,,°°°,0, 是 参数 ,那么 方程 (1. I. I) 可 写成 积分 形式 
-fo = ous 3 ) Ча 


因此 ,为 求解 方程 (1. I. 1) ,我 们 只 需求 解 积分 式 (1. I. 2). 根据 不 同 的 参数 ,我 们 可 以 给 出 积 
分 式 (1. 1. 2) 的 不 同 解 . 但 是 确定 参数 的 范围 是 相当 困难 的 . 因此 ,最 重要 的 步骤 就 是 确定 参 
数 的 范围 及 相应 的 积分 解 . 刘 成 仕 首次 应 用 一 种 称 作 多 项 式 完全 判别 系统 已 2 ”的 新 的 数 
学 工具 很 好 地 解决 了 这 个 问题 . 利用 多 项 式 的 完全 判别 系统 ,我 们 可 以 给 出 积分 式 (1. 1. 2) 的 
所 有 解 的 分 类 ,从 而 求 出 原 非 线性 数学 物理 方程 相应 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 . 为 明确 起 见 , 这 
里 把 由 求解 一 个 积分 而 得 到 的 方程 的 解 叫做 原子 解 ””. 在 这 本 书 里 ,我 们 仅 考虑 原子 解 . 对 于 
许多 非 线性 数学 物理 方程 ,它们 的 精确 行 波 解 都 是 某 些 形 如 积分 式 (1. 1. 2) 的 解 , 其 中 
G(u,01,0,，… On) 常常 和 一 些 多 项 式 有 关 . 通过 利用 多 项 式 完全 判别 系统 求解 积分 式 (1. 1. 
2) 就 可 以 求 出 这 些 数学 物理 方程 的 精确 解 ,它们 是 该 方程 所 有 单行 波 解 的 分 类 . 这 就 是 所 谓 
的 多 项 式 完全 判别 系统 法 . 

SHAN CLAM RAB HAR f(x) = ax + bx + c 的 判别 式 A =b -4ac 的 自然 扒 
广 . 但 是 对 于 高 阶 多 项 式 ,要 得 到 相应 的 完全 判别 系统 却 非常 困难 . 1996 年 , 杨 路 等 ”解决 了 
这 个 问题 . 在 计算 机 代数 的 帮助 下 ,他 们 给 出 了 计算 多 项 式 完全 判别 系统 的 算法 . 比如 三 阶 多 
项 式 F(w) =w * djw' +diw+do, 它 的 完全 判别 系统 是 


(1.1.3) 


四 阶 多 项 式 F(w) = +pw? + qu +r 的 完全 判别 系统 


P 


D, = 4 
D, =-p 
нішы a (1.1.4) 
D, =- pg + Ap'r + Збрд'г - 32p/r - P + 64r 
E, = Ор” ~ 32pr 
五 阶 多 项 式 Fw) = + pu qu^ «ro +s 的 完全 判别 系统 Ca 


D, =-p 
D, = 40p - 12p? 45% 
D, з-4р'д + 12p4r + 117pg2r - 88p’r? — 40qsp? - 274" + 1607 - 300qrs 
D, =- 1 600gsr’ - З 750pqs? + 2 000022 - Ap!q?? + Ібр'д'з ~ 900rsp + 
825p2q2 + 144pg2r3 + 2 25079 + Ібр'г + 108p’s’ - 128rp? — (1.1.5) 
27r'q* + 108sq? + 256r + 3125s* — 72rsgp4 + 560sqr^p? - 630prsq° 
E, = 160r p? + 900222 - 48rp! + 60rp^q^ + 1 500pqrs + 1697p - 
1 100gsp’ + 6255" р” - З 375sq° 
F, = Зф - 8rp 
利用 这 些 完 全 判别 系统 ,我 们 可 以 求 得 许多 非 线性 数学 物理 方程 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 ， 
并 且 可 以 得 到 许多 其 他 方法 没有 得 到 的 新 解 . 
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2.1. 二 阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 


如 果 一 个 非 线 性 数学 物理 方程 ,经 过 行 波 变换 后 能 够 约 化 成 以 下 常 微分 形式 
Й (u“)? = a) + bu +c (1.2.1) 
那么 ,只 要 我 们 能 给 出 方程 (1. 2. 1) 的 所 有 解 的 分 类 , 则 原 非 线性 数学 物理 方程 的 所 有 单行 波 
解 的 分 类 就 都 能 给 出 下 面 便 给 出 方程 (1. 2. 1) 的 所 有 解 的 分 类 . 
首先 将 式 (1. 2. 1) 写成 积分 形式 


du 
+ (8-6) = [I 
这 里 我 们 记 F(u) =aw + bu +c, 其 多 项 式 完全 判别 系统 ,也 就 是 所 谓 的 判别 式 , 即 A = 
b -4ac. 那么 积分 式 (1.2.2) 的 解 有 以 下 三 种 情形 . 
情形 1:A =0. 此 时 F(u) =0 有 一 个 二 重 实 根 , 即 


F(a) = afu + È) 


车 a >0, 积 分 式 (1.2.2) ,相应 的 得 到 方程 (1. 2. 1) 的 解 为 
b 


u, =+exp[ yo( を - る )] “Ва 


情形 2:A >0. 此 时 F(u) =0 有 两 个 不 相等 的 实 根 , 则 
F(u) = a(u 十 Ay - b. Час 


2a 4a 
相应 的 得 到 积分 式 (1.2.1) 的 解 为 


I sage) P — 4ac (es) + b 
ш ニキ っ で 1 T5: (a » 0) 


(1. 2. 2) 


" = -元 it A oval /a Ed (a0) 
情形 3:A <0. 此 时 F(u) =0 没有 实 根 . 当 a > 0 时 ,相应 的 得 到 积分 式 (1. 2. 1) 的 解 依 
然 为 


2 
une 二 二 
2 8a a 


2.2 2+1 维 广义 Hirota 方程 的 精确 解 


考虑 2 + 1 维 广义 Hirota 方程 ” 09 
iu, + u, + iu, + u» - i|u|?u, = 0 (1.2.3) 
36, + (u), = 0 (1.2.4) 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


我 们 首先 作 以 下 变换 ,wu = exp( i) UCE) ,v = V(£) ,0=px +qy +rt, D| E £ =x + dy + et H 
程 (1. 2. 3) 和 方程 (1. 2.4) 变换 成 如 下 形式 


(e +q * pd - 3p )U' - U'U' + U” = 0 (1.2.5) 
(p! -r - pg) U + UV + pU? + (d- 3p)U" = 0 (1. 2. 6) 
y 3 (1.2.7) 
其 中 ,c 是 积分 常数 . 对 方程 (1.2. 5) 积 分 一 次 并 把 方程 (1.2.7) 代 人 式 (1.2.6) 得 
(e +q pd - 3p)U - +U + U" = d, (1.2. 8) 
(P -r -pg e (- f 4 p)U? + (d -3p)U" = 0 (1.2.9) 
为 了 使 方程 (1. 2. 8) 和 方程 (1. 2.9) HAN, RAIS 
d, = 0,c = (e +q + pd - 3p )(d -3p) + r + pq -p (1. 2. 10) 
在 条件 (1.2. 10) 下 ,方程 (1.2.8) 和 方程 (1.2.9) 是 同一 方程 . 积分 方程 (1. 2.8) ,相应 地 有 
(%% = EU - (e +q +pd -3p)U +o (1. 2. 11) 
sl zd. 
其 中 ,c 是 任意 常数 . 为 了 求解 方程 (1. 2. 11) , 作 变换 ,vw 786 gf RAB 
(1. 2. 11) 变 为 
106. = w фр + p, (1.2. 12) 
其 中 ,pi = -/6 (e +q +pd -3p°) ,p; Sei. 
S w^ = 少 , 并 将 其 代 人 方程 (1.2. 12) 得 
We, = 4% + pi + Pr) (1. 2. 13) 
再 积分 方程 (1. 2. 13) ,得 
1 (1. 2. 14) 


JF) 
Xr, F(y) =Y * pui +p, H £ 是 积分 常数 . Ф A m pi -4p。 为 二 阶 多 项 式 F/) 的 判别 式 , 根 
据 7( ゅ ) 的 根 的 情况 ,方程 (1. 2. 14) 的 解 有 四 种 情形 . 
情形 1:A =0. HF y 520, WA 
2 206 60 (1.2.15) 
(20 
若 <0, 则 方程 (1.2. 15) E 


E c MED FETA 
Р. Jap + VPI 


— 


相应 地 ,方程 (1. 2. 13) 的 显 式 解 为 


Рі 2 
=- —tanh?| | Pr, _ 1.2. 16 
y =- tne D -Ecg 60) ( ) 


y =ー テ co | - (e - &)] (1.2.17) 
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Zip >0, 则 方程 (1. 2. 15 ) 变 成 


ょ 2( o) 2 [ucun [# 
相应 地 ,方程 (1.2; 13) 的 显 式 解 为 
y= зё] e 0 (1.2. 18) 
$p =0, 则 方程 (1. 2. 15) EN 
і ょ 2( - Eo) = 
相应 地 ,方程 (1. 2. 13) HERRA 


-2 


EI 


TEM. EUN, 
,* 16-6 
情形 2:A »0,p, =0. HF y> - 户 , 故 方程 (1.2. 14) 变 成 
d 
*2( -&) = /—H (1.2. 20) 
y V +P 

根据 情形 1 ,方程 (1. 2. 20) 的 解 有 如 下 情况 : 
# p, >0, 则 方程 (1.2. 20) 变 成 


1 2061 -&) е Hern 


相应 地 ,方程 (1. 2. 13) 的 显 式 解 为 


Рі 2 
= Stanh*] [Piee _ ~ pi 1.2.2 
ў 2 ta | 2 (55 é)| Р ( 1) 


(1. 2. 19) 


"IU трі!) - MA 
Neu р.) + MA 


y Henle Pg -l. (1.2.22) 


若 <0, 则 方程 (1. 2. 20) 变 成 
2 (Y pi) 


+2(& -&) =-2 |- arctan /ーーーーー 


“Р. 
相应 地 ,方程 (1. 2. 13) 的 显 式 解 为 


Р. 
y =- чай] -E ( -&)]-n (1. 2. 23) 


E e 
а <u «B, EAS p =a (-a) sin*g, 由 方 程 (1.2.14) 有 


2 d 
208 7 ee 1.2.24 
£2(£ = éo) Fa! ATI ( ) 
其 中 ,m? = どー 
y-a 
根据 方程 (1.2.24) 及 Jacobi 椭圆 函数 sn 的 定义 ,得 
en (E /y - a(£ - Fo) m) = sin'g = a (1.2.25) 


5 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


即 得 方程 (1.2. 13) x 

d = a+ cher /y c (bs -&) m) (1.2.26) 

E V»y lei y = BESO RANAC. 2.14) ,类 似 地 ,可 得 方程 (1.2.13) 的 显 
A 

- Bsn( Vy -alı — &),m) + y 


» 1.2. 27 
en( «У - a(£ Fo), m) I ) 
情形 4:A <0. 因为 y >0, 作 如 下 变量 替换 
y= p, tan” — (1.2.28) 
将 式 (1.2.28) 代 入 方程 (1.2. 14) 48 
2( -&) = p * MT ANDER 1. 2. 29 
+2(€, -&) =p err ( ) 
2 Lf. uu 
其 中 ,中 Hi > な) 
根据 方程 (1. 2. 29) 及 Jacobi 椭圆 函数 cn 的 定义 ,得 
en(2(p,) *(£ - Ee) m) = cosp (1.2. 30) 
再 由 方程 (1. 2. 28) ,可 得 
2 1 
coso = 一 (1.2.31 
WT 
比较 方程 (1. 2. 30) 和 方程 (1.2. 31) ,因为 y>0, 所 以 有 方程 (1.2. 13) 的 显 式 解 为 
5 Pa (1.2.32) 


1 + en(2p,* (fl Fo), m) 

由 以 上 可 知 , 式 (1. 2. 16) A (1. 2. 19), K (1. 2. 21) -A (l. 2. 23), K (I. 2. 26), K 

(1.2. 27), X ((I. 2. 32) 是 方 程 (1. 2. 13) 的 所 有 可 能 的 解 , 从 而 就 能 够 写 出 相应 参数 条 件 下 

方程 (1. 2. 11) 的 所 有 精确 解 ,再 由 式 (1. 2.7) 进 而 给 出 方程 (1. 2. 3) 和 方程 (1.2.4) 的 所 有 的 
包 络 行 波 解 


а Gut) =+ Sexpli(pe + цуз п] Vile ra pd 39) x 
nf vae N 3 (ae - &]].. 
v =-d(e tatoa ir yw таты (de - &]* 


(e +q * pd - 3p!) (d- 3p) + r + pq - p 


u,(x,y,t) = + erp i(ps * gy * rt) ) 4 2(e +q + pd - 3p! x 
4 ` 
р eta + pd - 39) [e | 
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v; = d(e +q + pd - 3j) cot [É zc» +q + pd - 3p’) (зе: -&)]+ 
| (e +q * pd - 3p) (d -3p) +r+pq-p 
u,(x,y,t) = [is +qy It)] /-2(e +q +pd - 3p) x 
wn[ са +q * pd -3p) E -&)] 
v dle +4 pd eue pd = 399) (set - &)]* 
(e +q +pd - 3p )(d -3p) + r + pq -p° 
le. r. ) = expl (ps + gy 70] 
I 75 0 
v, --— + (e +a + pd 3p) (d -3p) +r +pq - p° 
(et en 


us(x,y,t) = s ssp [i(pz + ay 0] ツー2(e+9 + pd - 3p? X 


tank | [с +q + pd - (dt ае + q + pd - 3p’) 
Vs =- $[-2e + q + pd - 3p’) ]tanh? [到 /err -&J+ 


4(e +q + pd - 3p) | + (e +q +pd - 3p) (d -3p) + r + pq -p 


ug(x,y,t) = erpliCps +qy +rt)] V-2(e +q +pd-3p) x 


| coth? | . +q «pd - 3p (ict - &)] +4(e +q + pd - 3p") 


d /6 1 
Us 2-20 +q + pd - Зу?) eot! V= + pd - 3p") (ae - &]* 
(е +q + pd - 3p^) | * (e +q +pd - 3p) (d- 3p) +r + pq - p° 


w(x,y,t) = з esp i(ps +qy +rt)] (е +q +pd - 3p") x 


ban. -Le +q4pd - 39°) (set 60 +q + pd - 3p’) 
„ зра +q + pd = 3p") Ita? [Ж V-20 tT tn 3 (а-а) 


4(e +q + pd 355) +(e+q+pd -3p)(d-3p) +r +pq -p° 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


u. (x, y, t) =+ ўбехр(і(рх + qy )! [аз (B ehe ( Vy (gf - £o) m) 


ts 3606 + (B ehe - «(set - £) ) ] + 
(e +q * pd - 3p) (d -3p) +r +pq - p 

- B= [ ( -&).m)*v 

en Vy = a gf 6 ) 

С ga PU et E)r) 


yg ニー — M (esq pd -3p)(d -3p) + r + pq - p? 


«(rmn es 


1 (X, y, t) = £46 expl i (px + ду + rt) ] 


: 2 
ug (xy) =+ V épsexpli(ps + gy +r] ———— - 1 


I+ on( 203 (усё - &) am) 


Vio = 


(e +q + pd - 3p?) (d - аса -p 


2.3 Maccari’ s 方程 组 的 精确 解 


考虑 Maccari’ 8 ува 5 10 
iq, + q., + qR = 0 (1.2.33) 
R, +R, (l). = 0 (1.2.34) 
我 们 先 作 如 下 规范 变换 ,g(x,y,t) =u(x,y,t) exp[i( kx + ay +At+l)], ET RER, 
u 2u(£) ,R- R(£) ,€ » p(x +ny -2kt) , MITE (I. 2. 33) ,方程 (1. 2. 34) 変成 
pu"-(A+k)u+uR = O (1. 2. 35) 


- 


(n -2k)R' + (u2)' 20 (1.2. 36) 
将 方程 (1. 2. 36) 积分 一 次 , 且 令 积分 常数 为 零 ,得 R= - — e. 将 其 代 人 方程 
(1.2.35) , 则 方程 (1. 2. 35) 约 化 成 一 个 常 微 分 方程 


rr (1.2.37) 
将 方程 (1. 2. 37) 积分 一 次 ,得 
(u“)? = au! + a, а, (1.2.38) 
其 中 ,a, = a, 23 * E. AEN 
, * 2p (n-2k)' 2 p. 50 ] 
S 


第 1 编 。 多 项 式 完全 判别 系统 法 及 其 应 用 


.uzt4(4a,)?w 


b, = 4a, (4a,) 5 


(1.2.39) 
b, = 44 (4a,) 5 
& = (4a,) tE 
则 方程 (1. 2. 38) 変成 

„ (%)? = w(w? + 57% + by) (1. 2. 40) 

将 方程 (1. 2. 40) 用 初等 积分 重新 表示 
dw 
й NITE — — 1.2.41 
* (ë - бо) | be ( ) 


根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,积分 式 (1. 2. 41) 的 所 有 解 的 分 类 都 可 以 给 出 . 和 前 一 
节 的 方法 一 样 ,容易 求 得 Maccari s 方程 组 (1. 2. 33) ,方程 组 (1. 2. 34) 的 所 有 包 络 精确 行 波 解 
91 (4, y, t) X V (A + K) (2k -n) xexp[i(kx + ay +At+1)] x 
- (A +#)3(n - 2k) UN 2 yt 
tanh| [ At 3275 2k) ] [m 35) £- &]! 
ы 2 2 人 [二 人 E) -2k)* 2 + 
R, = (ATK) tanh [I = 2 | = 6 6e] 
92 (*, 7, t) = «(А +) (2k - n) x exp[ i( kx * ay +At+l1)] x 
- (A +K)’ (n - 2k)]* 2 * 
coth{ [ À + 25 一 | [c 2:5) £- &]] 
A pool [= A Cn ара ; 
Ry = (a +a (ーー 
q.(x,y,1) =+ «(А +k) (n - 2k) x exp[i(kx + ay + At +1)] x 
tol | ep = ee] 


32p° p(n - 2k) 
R, =- (A + )tan? [322 = 28)" + 2G — Va 20 5 -&]] 


4. (&, ,t) = 4 2 I x exp[ i( kx + ay + At + 0)] 


2 t 2 6 
Fre 0 £- Fe 50 é 


і 1 
ы буе 
R OA “2-2 
274 2 3 
(2(n 20 JF c )] e 6 
45 (X, , t) =+ 42(A +k’) (n -2k) x exp[i(kx + ay + At +1)] x 


í< < s + ; 
{tank [( xv а - ) (Ge £-&)]- 1] 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


R == 20A +P) te (2) (( 2 Ye ea] 


32p° 
96 (X, , t) =+ /2(À +k’) (n - 2k) hele v ey tt x 
d абаб * y! i i 
2 ef аса E | (0 as) £- &)]- 1} 


32p° 


* 
3 


=> 2) fI ooh (A +É) (a -2k) ys //_ 2 — 
20 + 局) 位 co ана = (a2 s &)]- 1] 


К, = 
q.(x,y,t) =+ /2(À +) (2k - n) x exp[i(kx +ay + At +1)] x 


(Zur; ena (Ga) еў 


; гра ара а - 2k)? : 
R, = 2(À +k’) [El (Arey 2k 56 20) 86% li 


2 L 
q (4, ,t) = + i x exp[i(kx + ay + At + 1)] x 


leder z^ (occu) £ -&).>]] 
+ 
eon EH (hag eal 


AS EN 
Ёа - 2) 1 [ 
9% (x ,y,t) E [га X exp[i( kx +ay+At+l)] x 


L 
3 


R, =- =) 
р (п - 2k) 


[* (fell ga s each. 1 


ex ( y - e rns. 751 4 )/2.m) 


| 2 lá Bsn’ vy -a( (Cn = 24) 77 60/2.) - m 

7. M —-— „„ нары ЦЕ bi 

2 eR ev ( ((EC) t - ¢,) /2,m) 
qo(z,y,t) = + [2agp^ (n - 2k) ]* x exp[ i(kx + ay $ At TI) ] x 


l 
2 


— — -1 
| + en| (32a3p?(n 2065) C6 | 
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1. 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 
如 果 一 个 非 线性 数学 物理 方程 ,通过 行 波 变换 可 以 约 化 成 以 下 微分 方程 


(u“)? = au? + a, + au +a, (1. 3. 1) 
那么 ,只 要 我 们 给 出 方程 (1. 3. 1) 的 所 有 解 的 分 类 , 则 原 非 线 性 数学 物理 方程 的 所 有 单行 波 解 
的 分 类 就 能 给 出 . 下 面 我 们 就 给 出 方程 (1. 3. 1) 的 所 有 解 的 分 类 ， 
HÆG w = (a,) Tu, d. =a,(a5) F, d =a,(a5) F, d =ao, 则 方程 (1.3.1) 可 写成 
(w')* = w «dw +d,w + d, (1.3.2) 
那么 方程 (1. 3. 1) 写成 积分 形式 为 


の 3 Hg- o/ = —— 
rais e Tr 
这 里 我 们 记 F(w) =w +d,w* + diw *d,, ' 其 多 项 式 完全 判别 系统 即 为 式 (1. 1.3). 那么 积分 式 
(1.3.3) 的 解 有 以 下 四 种 情形 . 

情形 1:A =0,D, <0 时 ,也 就 是 - 205 4 % 40450 -0, at d, - <0. 
此 时 F(w) =0 有 一 个 二 重 实 根 和 一 个 单 重 实 根 , 设 为 F(w) = (w -a)* (u - B) , 基 中 as. WI 
当 w>B 时 ,由 式 (1.3.3) 有 


(1.3.3) 


-p| AE -aE (a » f) 
18) =| oe ‘i Va -B i ў 
(w-a) /w-B 2 "ET: 

7 Ja (a < B) 


那么 相应 地 方程 (1. 3. 1) 的 解 为 
ш 三 (a) (а - p)tank?[ 72 Ва уа - ¢,)] +8} (a > B) 
u = (a) *{ (a - co [2 Ва уе - go)]+8} (e > В) 
us = (a) 3 [C a Вуша [Са Ва уа -6)]*8] (a < の 


dd 


情形 2:A =0,D, =0 时 ,也 就 是 -27{ 222 +a, -A 44-5) =0, 同 時 d, - =0. 
此 时 F(w) =0 有 一 个 三 重 实 根 , 设 为 F(w) = (w - 则 相应 地 方程 (1. 3. 1) 的 解 为 
u, = 4(a,) È (E - £)? + 


情形 3:A >0,D, «0 时 ,也 就 是 - (2. d, y "E. >0, 同 時 d, сё, 


П 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


此 时 F(w) =0 有 三 个 不 同 实 根 ,a,B6 和 ?7, 且 aw<B<7y, 当 waw<w<7y 时 , 作 变 量 替 换 w=aw+(B 
-a)sin?p ,由 式 (1.3.3) 有 


(まこ あう =| dw = | 2(B - a) singcospdp 
VF(w) VY - a(B - a)singcosg /I - mzsinzp 
— — (1.3.4) 
у -а V1 - msing 
HP, m = 全 一 
y-a 


由 式 (1.3.4) Jacobi BIBLE REGIE . l o =a (Ва) (277 (5 a) m. 
则 相应 地 方程 (1.3. 1) h. N 
us = (а) [a + (B -os (аца (e 60. u)] 
M w> y 时 , 作 变换 w= 二 Gaini2+Y, 类 似 地 可 以 得 到 方程 (1.3.1) 的 角 
[Y зва (Easy -&),m) 
ev (аца уа - &) т) 


Ug = (a) 4 


这 里 mm m 


情形 4:A <0 时 ， nn g. за, -) -4[a, - 2] <0 nt. Kt Fw) =0 仅 有 


一 个 实 根 , 令 F(w) = (w -a) (w + pw +q) SEH p! -4q «0. 当 w>a 时 , 作 变 量 兰 换 w =a + 
o^ + pa +qtan’ 分 , 则 由 式 (1.3.3) 有 


tan g 


2 
fa + poa + Чо dg 
d cos? & 

I 

(% - a) (w^ + pw + q) 1 tan $- 
(a? + pow + 900 7 V1 - msing 

Cos 
2 
. а афа 
l f 2 T (1.3.5) 


41 - msing 


(a + poa + 90) f 
2. 
at 
这 里 m? =+ | XA" % 
Va +pa +q 


M (I. 3. 5) 和 Jacobia 椭圆 余弦 函数 的 定义 , 知 en ((d = pa q))* (6, fo) m) = 
cosp, 故 有 


— 5 2 tpat -1 
w-at Va тра 
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从 而 , 当 w>aw 时 ,有 
ë ar Zita _ __ Va + pa + + pe+9 
1+cn((o + pa +9)*(£ - &) ,m) 
相应 地 方程 (1. 3. 1) 的 解 为 
ш 三 (Ae tt Vi «ра ха] 
1 + en((o? + pa g)“ (az) iE- £y) ,m) 


如 上 所 示 , 方 程 (1. 3.1) 的 所 有 解 的 分 类 就 是 ,i=1,…,7. 


3.2 2- 145 Zakharov-Kuznetsov 方程 的 精确 解 


考虑 2 +1 Ht Zakharov-Kuznetsov 7j f ^! 


u, + auu, + b(u, un), = 0 (1.3.6) 
首先 , 作 行 波 变换 ,u(x,y,t) 2u(£) £o ka +ly+wt, 并 积分 一 次 后 方程 (1. 3. 6) BH 
wu + бай + (bK + BRE) - = c (1.3.7) 
其 中 ,e 为 积分 常数 . 
(I. 3.7) 积 分 一 次 ,得 方程 
(u“)? = au + a,u? + a,u + a, (1.3.8) 
其 中 ,ai = 


— eee の 
“зы? +P) па” bk( k? +Ê) sai ,05 为 任意 常数 . 


根据 三 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 ,容易 写 出 2 +1 维 Zakharov-Kuznetsov 方程 (1. 3.6) 的 
所 有 精确 行 波 解 : 


11 Foyyil (ca- p) tank? [ eR ik) TA 6% Cf (a > В) 


" Lae eal Ha- の (£ - 6% % CE (a > В) 
(- а +B) tan’ A | 


uc lc "i | 人 (£ - &) +8} (a < B) 


=à . 
A “ЗБ” 6 6.) “ка 


+ = 
s [sy] [=+ (B - a) sn (4 1 51 75 22) (€ -&),m)] 
Aer (Az ( se TET. Ne- &) n) 
HN 2 U, py ~ 
Y P) 2 - - 
* ev ( っ 回 rr の FN 5) * tt - 6h] 
这 里 m =P 
y-a 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 
EI — Ju ETET 
1 + en 人 (o + pa + (Seah) (£ -&),m) 


2. 
XH m° 4l Ta 
Ja +patq 


ma + 
dm Er; -5 


3.3 Kadomtsev-Petviashvili 方程 的 精确 解 


考虑 Kadomtsev-Petviashvili AfL 


(u, + Guu, + Uws); + Au, = 0 (1.3.9) 
作 行 波 変 換 ,x(z,y,) u. ), S = kx tly + ot, M (I. 3.9) AGA 
wku" + 6k (u“)? + Gun“ + k'u” + Aru" = 0 (1.3. 10) 


再 对 式 (1. 3. 10) 积分 两 次 ,并 且 令 第 一 次 积分 常数 为 零 ,得 


u" =- Fut + AE, + p, (1.3.11) 
其 中 ,Do 为 任意 常数 . 
将 式 (1.3. 11) 写 成 积分 形式 为 
(u“)? = au + au’ + a,u + aç (1.3.12) 
其 中 _ 2 _ -wk-al =D 
,05 = 2 42 = だ 10; = D, as 为 任意 常数 . 


根据 三 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 ,很 容易 写 出 Kadomtsev-Petviashvili 方程 (1. 3. 9) 的 精 
确 行 波 解 ,它们 是 式 (1. 3.9) 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 ,这 里 略 . 


3.4 2+1 维 Bousenisq 方程 的 精确 解 


考虑 如 下 2 +1 ff Bousenisq 7H 
Uy - ú, + 3 (u) % -u,as -ш, = 0 ; (1.3.13) 
作 行 波 変換 ,u =u(£),£ = kx + ly + wt, 再 积分 两 次 ,并 且 令 第 一 次 积分 常数 为 零 , 则 方程 
(1.3. 13) 成 为 


u" = a,u? + au + a, ге (1.3. 14) 
Хара, са, E. a, 为 任意 常数 | 
将 式 (1. 3. 14) 积 分 一 次 得 
(u) = Sau’ —— (1.3. 15) 


其 中 ,d 为 积分 常数 . : 
显然 方程 (1. 3. 15) 与 方程 (1. 3. 1) 具 有 相同 的 形式 ,根据 三 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 ， 
容易 号 出 +1 维 Bousenisq 方程 的 所 有 精确 行 波 解 ,这 里 赂 . 
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3.5 正则 长 波 方程 的 精确 解 


考虑 正则 长 波 方程 (和 
u, + au, + 2uu, + bu. = 0 (1.3.16) 
作 行 波 变 换 ,u 2u(£) E = kx + wt, 则 方程 (1. 3. 16) 变 为 
. wu! + kau’ + 2kuu' + bk'au” =0 (1.3.17) 
将 方程 (1. 3. 17) 积分 两 次 得 
(u“)? = au + a,u? + diu + a, (1.3.18) 


2.22 „ 9t*ka 
其 中 923 = Ike 2 == 5 „4150 为 任意 常数 . 


根据 三 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 ,容易 写 出 方程 (1. з. 18) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 写 出 
正则 长 波 方程 的 所 有 精确 行 波 解 ,这 里 略 . 


3.6 Pochharmer-Chree 方程 的 精确 解 


考虑 Pochharmer-Chree H 
и, — au,, + Bu + yu! + à = 0 (1.3. 19) 
作 行 波 变换 ,4 = u(£) ,£ = kx + ot, WI 7782 (1. 3. 19) 变 为 
(w -ak )u" + Bu + yu? +6u = 0 (1.3. 20) 
将 方程 (1. 3. 20) 积分 一 次 得 
(u“)? = auf +au аш + d (1.3.21) 


а, 4 是 积分 常数 . 
ー の 


94, = 


— cas — MNA 

其 中 ,as ( ) 2( ak 61) 
4 v 2 u* WARC. 3.21) 变 为 

+2 /ea;(¢-£) = | 一 一 一 二 一 


= =3Y ，-37 
其 中 ,se = £l,p-55,47 8 


如果 a, >0, 我 们 取 g =1; H a, <0, 我 们 取 es = -1. 根据 三 阶 多 项 式 完 全 判别 法 ,方程 
(1. 3. 22) 的 解 有 以 下 九 衝 情 形 . 
情形 1: 当 A=0,D <0 时 , зру e qv +d  (v-0)'(v- B) , 基 中 a,B NN, a*B, H 
B »0. F 由 方程 (1. 3. 22) 可 得 
t2,/a;(€-&) = N =p 2 a : (1.3.23) 
当 a>B 且 v<0 时 ,或 者 当 a<v 且 v<B 时 ,由 方程 (1.3.22) 可 得 
E ў 1 nity zel - В) - /(8 - a Š 
£2 Was (£ - £) mcm PEF (1.3.24) 
当 B>aw>0 时 ,由 方程 (1.3. 22) 可 得 


te a(v - B) +v(a - 8) 
* 2 /; (£ - &) Tagen PME (1.3.25) 


(1. 3. 22) 


а = + qu + d) 
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非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


WR e= -1, 当 a>B 且 v>B 时 ,或 者 当 a<0 且 v<0 时 ,由 方程 (1.3.22) 可 得 
_ 1 Val -v +B) NV -a 
ょ 2 /a (£ Fo) ahh eal (1.3. 26) 
当 a>B 且 v<0 时 ,或 者 当 a<0 且 v<B 时 ,由 方程 (1.3.22) 可 得 
1 /-a(-v* ー ( —- 
ょ 2 / (F- go) = a рэкаў (1.3.27) 
当 B >a>0 时 ,由 方程 (1.3.22) 可 得 


2% (E-E) Ke Sheen, = aT =a) (1.3.28) 


1876 2:4 20,D, =0 时 , e p! +qu +d = (v -a) ,这 里 a 是 实数 . 如果 s=1, 当 v>a 且 
v>0 时 ,或 者 当 v<a 且 v<0 时 ,由 方程 (1.3.22) 可 得 


= а 
ea era (1. 3. 29) 


如 果 e= -1, 当 ">a 且 v<0 时 ,或 者 当 w<aw 且 v>0 时 ,由 方程 (1.3. 22) 可 得 
= ーー (1. 3. 30) 
情形 3:A>0,D <0 HH, +p & que d 2 (v- a) (v -B) (-), a, B. 是 不 同 的 实数 ， 
O cg BY. 如果 s=1, 当 v>0 或 v<y 时 ,于 是 方程 (1.3.22) 相 应 条 件 下 的 解 为 
, -Yan ( /= Bla = y) as (£ -6),m) TER 
гуза ( /- B(a - y) Ja (£ - &),m) - (a - y) 


„ = Via B)sn"( /= Bla = 7) fa(£-&),m) -Ka-y) (1332); 


(a - В) ( /- B(a - y) /a (£ ~ &),m) - (a - y) 
2_y(@-B) 
WR e= -1, 且 0>v>a, 则 方程 (1.3. 22) 的 解 为 
y = Basing + aß (1.3.33) 
— asin o +B 


如 果 y «v «В, HEC. 3. 22) 的 解 为 
_ —Basn*( /- Bla = y) Val(é - &) ,m) + of 


(1.3.34) 
- аза ( /- B(a - y) /a,(£ Fo), m) £ p 
" — (1.3.35) 
(B - у) C/- Bla - y) Ja (£ - &) e 
其 中 ,m? 248-0). 
B(a-y) 


情形 4:A <0 H, нў ep)? qv d- (v -d) [(v -D? +£], XP а,і,з PERM HA 
a O, I. 50. 则 方程 (1. 3. 22) 的 解 为 (这 里 正 号 对 应 e=1, 负 号 对 应 se= -1) 


асц — (£-&) m) + b 
con( навы, -&) „m) +d 
1 ; 


(1. 3. 36) 
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2 
Nip, a- Ta(c-d) ,b= 二 a(d-e) es- I-, d- Im, EI. m, =E + 
1 


VE +1 талі, 
1+m, 


由 以 上 可 知 ,方程 (1. 3. 22) RO BTA 2 ASK (I. 3. 23) K (I. 3. 36) ,从 而 容易 写 出 
Pochharmer-Chree 方程 (1. 3. 19) 的 精确 解 ,这 里 略 . 
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第 4 章 四 阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 及 其 应 用 


4.1 四 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 


如 果 一 个 非 线性 数学 物理 方程 ,通过 行 波 变换 可 以 约 化 成 以 下 微分 方程 
[w'(£)]? = e(w + pw” + qu +r) (1.4.1) 
这 里 z= +1, 那 么 ,只 要 我 们 给 出 方程 (1. 4. 1) 的 所 有 解 的 分 类 , 则 该 非 线性 数学 物理 方 
程 的 所 有 精确 行 波 解 就 能 给 出 , 下 面 我 们 就 给 出 方程 (1. 4. 1) 的 所 有 解 的 分 类 . 
首先 将 式 (1. 4. 1) 写成 积分 形式 
dw 
+ (F - &) -]|—— u (1.4.2) 
根据 多 项 式 F(w) = + pw? + qu +r 的 完全 判别 系统 式 (1. 1.4) ,可 以 得 到 方程 (1. 4. 2) 
的 所 有 解 的 分 类 ,共有 以 下 九 种 情形 . 
情 形 1:D, «0,D, =0,D, 20. FC H- -EHHA R, B F(w) = [(u - D? +87]? ,这 
里 ,s, 是 实数 ,s, 50. He =I 时 ,由 方程 (1. 4.2) 可 得 


基 中 ,&。 是 积分 常数 . 
那么 方程 (1. 4. 1) 的 解 为 
w = stan[s(£ - £&))] +1 
这 是 三 角 函 数 周期 解 . 
情形 2:D; =0,D; =0,D, = O. F(w) 有 四 重 零 实 根 , 即 F(w) . 则 当 а, >0 时 ,由 方程 
(1.4.2) 可 得 
[26 = [E =-w" 
于 是 可 导出 方程 (1.4. 1) 的 解 А 
w=-(€ -&)' 
这 是 有 理解 . ёй 
情形 3:D, 50, D, =0,D, =0,E, >0. F(w) 有 两 个 不 同 的 二 重 实 根 , 即 F(w) = (u - a)? 
(w - B)* , KXR a, B 是 实数 ,a > B. 如 果 s=1, 则 当 w>a 或 w<B 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 
— dw E 1 10 — 
+ (£ Fo) N ars ges) 
车 w>a 或 w<B, 由 方程 (1.4.3) 可 得 方程 (1. 4. 1) 的 解 
1 +B = BE cot (2 PUE зя 


Mm ROI) - 
车 B<w<a, 由 方程 (1. 4.3) 可 得 方程 (1.4. 1) 的 解 ` 
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TA TU 
W = ае — 


-+B = Brt nn (5786-6). |] 


情形 4:D, >0,D, >0,D, =0. F(w) 有 一 个 二 重 实 根 和 两 个 一 重 实 根 , 即 F(w) = (-a) 
(w~B)(w-y) ,这 里 a,B,y 都 是 实数 , 且 B 5 y. MN =I, aB Hu DB H, NAH Ma 
H 10 «y 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 (1.4.1) 的 解 为 


x 1 4 (w - B)(a 一 - yla- ш- я 
A A TT w - ol і 
当 a>B 且 w<y 时 ,或 者 当 a<y 且 w<B 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 (1.4.1) 的 解 为 
= — — (w - -a) - /(B - a)(w - Я 
4 (E &) =; (азва, ію -a 


当 B>a>y 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 (1.4. 1) 的 解 为 


ュー 1 ап бе B (2 = y) + (a - B) Gv - y) 
+ (€-£) = (Ba) a DP (w -a)(B -7) 


如 果 e= -1, 当 a >B B w >8 H. REK a <y B w <y 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 
(1.4. 1) 的 解 为 


-w*g)(a-y)- -a)(w-y)] 


1 
* (6-6) Са PE 
当 a>B 且 w<y 时 ,或 者 当 a<y 且 w<B 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 (1.4.1) 的 解 为 


_ 1 、 -w+ -a) 一 a~ ш- s 
(Eke) “абаз PP 


当 B>a>y 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 (1.4. 1) 的 解 为 


1 . (-wtB)(a-y) (-a) ( 
* (E o) = гаса са 0 (a гучна $= +E t В ate =) 
情形 5:D, 50, D, O, D. =0,E, =0. F(w) 有 一 个 三 重 实 根 和 一 个 一 重 实 根 , 即 F(w) = 
(w -a) (w - B) ,这 里 a, B 都 是 实数 . 如果 es =1, 当 w>a 且 w>B 时 ,或 者 当 w<a 上 且 w<B 
时 ,由 方程 (1. 4.2) 可 得 方程 (1. 4. 1) 的 解 为 
= 4(a - 
"7 8-Q(Q-&) -4^^ 
如果 gs= -1, 当 w>a 且 w<B 时 ,或 者 当 w<a 且 w>B 时 ,由 方程 (1.4.2) 可 得 方程 
(1.4. 1) 的 解 为 
w= 4(a - + 
- (B-a)*(€-&)* -4 
情 形 6:D。 =0,D,D, <0,F(w) 4 ZERRE, B F(w) = (u - a)! 
[ (w 21)? +s"). 如 果 s=1, 由 方程 (1.4.2) 有 


а 


du 
(£ - — = | 
Eke jx Vw-l) + 
— +8- Vw - 1) + ë 
Ха - 1) +3 ш-а 
а-21 a(a -2l 
ye а зы. al) +) аа вая 
ыі «(а -0)? +s? D V (w t 


19 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


相应 地 方程 (1. 4. 1) 的 解 为 
* [et VDE- -7yY]+wV(a - D + (2 - y) 


[ es аа) -y] -1 
这 是 孤 波 解 . 
情形 7:D, >0,D, >0,D, >0. F(w) 有 四 个 实 根 , 即 F(w) = (-d) (v -d) (w dz) ( 
-d.) ,其 中 an ,aa ,a。 ,a。 JÉSC ai >a, > o >o. 如果 =1, 当 w >a SË <a, 时 , 作 如 下 变 
换 
- a; (a, -a.) sin! - a, (a - d.) 
ü (a, - d.) sin - (a, - œ) 
如果 a, <w < a, , 则 作 如 下 变换 
_ a,(a; - dg) sing -aa(o - d.) 
(az as) sin (ag — d.) 
再 由 方程 (1.4.2) 可 得 
6. ( C - am)(w - as) (w — w) 
5 MA CNN аа 
(a, - a4) (a, - d.) V1 - m'sin Ф 
г. (a, at) (az - an) | 
FH ym (ai az) (a, d.) 
由 方程 (1. 4. 4) RA KEN IEA PS CO XA 48. 
заў А (a, az) (a, - d.) 
2 


于 是 方程 (1. 4. 1) 相应 条 件 下 的 解 为 
es(ai - a )an? (Ce З a as - ва) 
2 


(£ = &) т) 2 віпф 


(£ -&)m]- a; (a; - 4.) 


w = 
(a, - LI shes Тава Г, -&)m]- (a, - a) 
a, (a, - a, ev (Xe — ваз - a) un I = a4) (£ -G.) in- a (a a.) 


(a, - аа (У (a, —. - es) (£ 60. )- (a, - d.) 
WR e = -1, 且 a >w >a,, 则 作 如 下 变换 val 


an (ai - dz) sing - d (ai - e) . 

(a, - a;)sin'g - (a, - аз) 
如果 a, <w < a, , 则 作 如 下 变换 

_ mi(o。- a) sing - e, (os - a) 

(as, - a,)sin'g - (аз ~ a) 


类 似 地 可 得 到 方程 (1. 4. 1) 的 解 为 
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| 
| 

a; (a, - a. (Lla akoa a) g bebe q., (a - d) 
| 


xai a) Car 7 a4) ац” =) (£ -E.) n- (аз - a) 
2. (a, - ox) (os — 

Kn (an - as) (a - d.) 

情形 8:D, 40, D. D, 0, F (w) 43 PA LEO Sc 0 — KY 2688 IN, B F(w) = (w - a) 
(w - B) [ (w - D)? 59], KHG, I, >0 是 实数 . 作 如 下 变换 
acoso + b 
ccosp + d 
Xi act (a che- 2 (a -d. (а Ва (are, I - d=a-l- sm, 


1 
gpatt(a-D(B-D > E A VE +1, 


s(a-B) 
则 由 方程 (1.4.2) 得 
` dw 
é-& = | 一 F 
R )[(w -六 +s] 
a— 2mm (dp (1.4.5) 
JF 2sm,(a - B)" Vi -msing 

其 中 ,mm? = : 2° 
1+m, 


由 方程 (1. 4.5) 及 雅 可 比 椭 圆 余弦 函数 的 定义 可 得 
TD 


2mm, 


则 方程 (1. 4. 1) 的 解 为 
aen y F 2sm (a - B) 


2mm, 


l cen / ¥ 2sm,(a - B) 


mla (e а.) jd 


这 是 椭圆 函数 双 周 期 解 (这 里 正 号 对 应 e = ~1, 负 号 对 应 e =1). 

情形 9:D, >0,D,D, <0, F(w) ANN NY, BY F(w) U (-U) +s 2][(u - 1)? + 
32] Am Ls, ,ss 是 实数 ,9 Ss, 20. 

如果 = =1, 作 如 下 变换 


(£ -E. n) b 


_ atang + b 
ctang + d 
l, -1,)? «s? +s,” 
IPA sid amon E+ 
m, 25,5; 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


JE -1. 
再 由 方程 (1.4.2) 可 得 
を - = 
J [(w-1,)° +s [Go - 5)* + s] 
— [ (1.4.6) 
5, е + d')( mic + d)! vl - m sino 
Kip, m ュー ві 
m, 


由 方程 (1.4.6) 及 雅 可 比 正弦 和 余弦 函数 的 定义 得 


e- fh. J- sing 
2 
on 人 (c E 2 c+ "" -&) m] = cosp 
于 是 方程 (1. 4.2) 的 解 为 
, ER) m) thalli- fo) m) 
esn(n(€ - Fo). m) + den(m(£ - &) ,m) 


TI e+e) 


4.2 Medium Equal Width 方程 的 精确 解 


考虑 Medium Equal Width !“ 


и, + 3u'u, - au,, = 0 (1.4.7) 
作 行 波 変 換 ,=x(#) S = kx +wt, 则 方程 (1.4.7) 变 成 
wu’ + 3ku^u' ~ аб аш" = 0 (1.4.8) 
将 方程 (1. 4. 8) 积分 两 次 得 
(u“)? = a, + au? + aqu +a, (1.4.9) 
其 中 
"E He 
* ` 2ako 1 
us 
ak .. (1.4. 10) 
Эс, ` 
21 = — 
ak o 
Co 40 是 积分 常数 
当 a, >0 时 , 作 如 下 变换 
3 ar (1.4.11) 
£ = (a,)*é 


将 式 (1.4. 11) 代 入 式 (1.4.9) 得 
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10% = F(w) =w + pu? + qu +r 


其 中 
P= 45 (a.) 4 
T = ao 
当 a, <0 时 , 作 如 下 变换 
工 
* r = (~ a,) Tu 
& = (- a) 46 
将 式 (1.4.14) 代 入 式 (1.4.9) 得 
10 =- F(w) =- (w +pw + qu + r) 
其 中 
р =- a,( 4.) 4 
l =-a(- 4.) 4 


T =- Qo 


. (1.4.12) 


(1.4.13) 


(1.4.14) 


(1.4.15) 


(1.4.16) 


由 四 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,容易 写 出 方程 (1.4. 12) 九 种 情形 下 的 解 ,从 而 写 出 Medi- 


um Equal Width 方程 的 精确 行 波 解 ,这 里 略 . 


4.3 IE Gardner 方程 的 精确 解 


考虑 正 Gardner A= 
u, + Ĝuu, +6uu, + u, = 0 
首 先 作 行 波 変 換 ,w=u(&) ,£ = kx +wt, 则 方程 (1.4. 17) ERM 
wu’ + 6kuu’ + 6ku!u' + Pu" = 0 


再 积分 式 (1. 4. 18) 两 次 得 


2 
(u“)? = du зац + a, + au + ay 


其 中 
4 1 
4 2 
a, TTE 
a. 2-2. 
2 * 


这 里 a, a, 是 任意 常数 . 当 a, >0 时 , 作 如 下 变换 
w = (а (u 4 
ё = (a,)*€ 
KRC. 4. 21) RAR. 4. 19) f 


106 = (u) = w + pu? + qt + r 


(1.4.17) 


(1.4. 18) 


(1.4. 19) 


(1.4. 20) 


(1.4.21) 


(1. 4. 22) 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


其 中 
t Yn 
3 1 
q = (25 - 25 00 (a.) t (1.4.23) 
2 -3% ts ва, 
256a la, 4a, 
当 a <0 时 , 则 作 如 下 变换 
"IRR. LR 
w (- a) (u+ 2+) (1.4.24) 
& = (-a,)*£ 
将 式 (1.4.24) 代 人 式 (1.4.19) 得 
wa = —- F(u) =- (ut + pu? + qu + г) (1.4.25) 
其 中 
ー の 
Р = 
5 
3 
За аа” aja; 


256a, 16a 4a, 
要 求解 方程 (1.4. 19) ,首先 求 方程 (1. 4. 22) ,方程 (1. 4. 23) 的 解 . 利用 四 阶 多 项 式 的 完全 
判别 系统 法 ,有 九 种 情形 , 如 前 例 所 述 ,这 里 略 . 再 由 式 (1. 4. 20) 易 写 出 方程 (1. 4. 17) 的 精确 
行 波 解 ,它们 是 正 Gardner 方程 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 ,这 里 略 . 


4.4 非 线性 耦合 标量 场 方程 的 精确 解 


考虑 非 线性 耦合 标量 场 方 程 49 “79 


0. = — z + o° +dpa | (1.4.27) 
Pu = fp + A + dp(a? - 1) - (1. 4. 28) 
作 行 波 变换 ,p =p(x,t) g), o =0(x,t) OE), g= kx + ot,pz Ao B, NAH (1. 4. 27) 和 
(1.4. 28) 约 化 为 E 
2 5 
の "(6) = 4 s + d + аа, (1.4. 29) 
me, _ A +Ad ЗАВ +Bd 。 Af & 3AB'A -Ad , Bf RN - Bd 
“人 = 人 ”+ А ШШ AR oA 
(1. 4. 30) 


FAL. 4. 29) MK (I. 4. 30) 完 全 相等 得 方程 组 
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dA! +1 Аа + Ad 


É — AÈ 
Ва-1 Af *3AB'A -Ad 
2 T 2 
k Ak (1.4.31) 
2ABd _ 3A°BA + Bd 
* Ak? 
Bf + B'À - Bd 0 
I АР 
解 式 (1.4.31) 得 如 下 三 组 解 . 
d-1 
解 1 fed-1,7— >0 BY 
422 [421 
{ d-A (1. 4. 32) 
B=0 
解 2 Ab. 4 f 
й d= 3 
(1. 4. 33) 
i 
B =+ 4 
з A0, d 2 R} 
42 
(1. 4. 34) 
га Ф 
B =+ 2 


因此 为 求 式 (1. 4. 27) 和 式 (1. 4. 28) 的 解 ,只 需 在 式 (1 4. 32) 或 式 (1. 4. 33) RA 
(1.4.34) 的 条件 下 求 式 (1.4.29) 的 解 . 由 式 (1. 4. 29) 两 边 求 积分 得 
(% = Ad tls Ade , Bd 1e 
2k 3k k 
这 里 C 为 积分 常数 . 故 要 求解 式 (1. 4. 29) 只 需求 解 式 (1.4. 35). 
首先 ,对 于 解 1, 即 在 条件 式 (1.4.32) 下 , 念 o =u, BEAC. 4.35) 写成 积分 形式 


| 


— ps 
f a. (dJ: T UE 


根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 可 知 ,方程 (1. 4. 36) 的 所 有 解 为 


g,-t |- aatem? |- 6 - &)] a, <0 
о, =+ -让 cot |- € - &)] а, <0 


+ +C (1.4. 35) 


-2£2(E-&) (1.4. 36) 


u(a, + a,u + C) 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


| >0 
T, = £ Ed 2 -&]-« a, > 0 
ay = * Ex G -C EET a, > 0 
の 。 = + -aer [- се ва] a, < 0 
の =+ [аз (8 - a)s*( /y = a£ -&),m)] 


o са [| Bs vy = a(£ Ken) +y 
: a. en ( /y = a(€ - £) m) 
gas |. tmo. Vac] 


"p T on((a,C)*(¢ -&),m) _ 


其 次 ,考虑 解 2, 即 在 条 件 (1.4.33) 下 , 则 式 (1.4.35) 变 为 


(u“)? = ra 4 nu + TU + 75 (1. 4. 37) 
其 中 
b, 
& = T * 4b, 
d-1 
b, = m 
b 4 V2d - 3 
3 зр 
T, = b, d (1.4.38) 
36,” : 
г, 77 8b > 
ヵ 3 
es 857 
355 
7o 7 7 25654 
4 


H г. >0, 则 式 (1.4.37) 可 写 为 
0% = F(w) = w' + pu? + qu г (1. 4. 39) 


其 中 
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w= 1 ru 
& = n*t 
i rt (1. 4. 40) 
Ti 
q z 
7. 7 
oe T Г 
r. <0, 则 式 (1.4.37) 可 写 为 
wz,” =- F(w) =- (w* + pu? + qu + r) (1.4.41) 
其 中 | 
w = (1) tu 
é = (-r)*£ 
— 
t Cu (1.4.42) 
el 
(-n)* 
r-2-n 


利用 四 阶 多 项 式 F(w) =w + pu? + qu +r 的 完全 判别 系统 法 容易 写 出 式 (1. 4. 39) A 
(1. 4. 41) 的 所 有 精确 解 的 分 类 . 相应 地 由 关系 式 (1. 4. 40) 和 式 (1. 4. 42) 即 可 写 出 式 
(1. 4. 37) 的 精确 解 ,从 而 写 出 在 条 件 (1.4.33) 下 的 式 (1.4.35) 的 精确 解 ,这 里 略 ， 

下面 考慮 解 3, 即 在 条 件 (1.4.34) 下 , 式 (1.4.35) 变 为 

(u')* = p,u* + pu? + piu + po (1. 4. 43) 
L, 323 6 1 4 3b; 
其 中 ,u=o 41. P ニム っ の 2 = EX “зра zy - typ = "256 ^ . 

故 式 (1.4. 43) 与 式 (1.4.37) 的 解 的 形式 一 样 ,为 简单 起 见 , 略 . 

综 上 所 述 ,我 们 得 到 了 在 条 件 (1.4.32) 或 (1.4.33) 或 (1.4.34) 下 的 式 (1. 4. 35) 的 精确 
解 ,相应 地 可 写 出 非 线 性 耦合 标量 场 方程 (1. 4. 27) 和 (1. 4. 28) 的 精确 行 波 解 ,它们 是 该 方程 
的 所 有 单行 波 解 的 分 类 ,这 里 略 . 
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第 5 章 五 阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 及 其 应 用 


5.1 五 阶 多 项 式 完 全 判别 系统 法 


如 果 一 个 非 线 性 数学 物理 方程 ,通过 行 波 变 换 可 以 约 化 成 以 下 微分 方程 
[w'(€)]? = F(w) = w «pw * qw + rw + s (1.5.1) 
那么 ,只 要 我 们 给 出 方程 (1. 5. 1) 的 所 有 解 的 分 类 , 则 该 非 线性 数学 物理 方程 的 所 有 单行 波 解 
的 分 类 就 能 给 出 ， 根 据 五 阶 多 项 式 Fw) 的 完全 判别 系统 式 (1. 1.5), 方程 (1. 5. 1) 的 所 有 解 
的 分 类 有 如 下 十 二 种 情形 . 
情形 1:D; =0,D =0,D; >0,E, #0. WA F(w) 2(w-o)'(w-g)'(w-y), 其 中 a, g, y 
是 实数 , аз Ву. 当 w >y 时, A (l. S. 1) 的 解 为 


2 0 — Fo) = vy- aarctan t — «У Harten g (у > a,y > B) 


RE RIS 


+ Rg) = Vy ~ aarctan マーー - 1 х Іп 


(y a, < p) 
“с = = arc pg X — } al Yv-y- [a-y Ye y 
EEF E-E) =~ y Barean YEE + x ln — 
(y € a,y > B) 
sahe- g) = 一 二 一 in| ey асу Va ln | 
2 2/a-y w-y+J/a-y| 2/B-Yy u = + ВУ 
(y < a,y « B) 


情形 2:D =0,D, =0,D, O, D *, F. #0. MAH F(w) - (w-a)'(w-8)', тав 
实数 , азер. MD aN, 方 程 (1.3. 1) 的 解 为 


+ AE) = - -二 一- Va -paretan EE (a >) 


yu - a да - B 
СЗВера yy n.o jhnvw-a-vB-a 
SER з. аа r S| Roo 


情形 3:D =0,D, O, D. =0,D,40,F, O. WA F(w) =(w=a)*(w-B) ,其 中 a, 5 是 实 
M. aB. 3 w>at}, (1. S. 1) 的 解 为 


(g g) — 200 40 Er. - EE (a « B) 


a 5E 1 ш-В- Ja 
+ 2 (£ &) 2(w - a) Ta — 2 (a > В) 


情形 4: D =0,D, -O, D, =0,D, =0. WA F(w) =(w-a)*, 其 中 a 是 实数 . 当 w >a 时 ， 
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方程 (1. 5. 1) 的 解 为 
+ (€ C) =- (е - a) $ 
情形 5: D, O, D. =0,D, <0,E,#0. WA F(w) = (w — o) (w^ +rw +s)? Та EXX, 
r 46 <0. 5 方程 (1. 5. 1) 的 解 为 


ука asip fe ча w -a-g -pop v-a 
+ (€ - &) {compacta t MI Se Pe Se = 


1 -r. 


1 4s =r 
а (а? 二 < 一 
其 中 p =(a +rats)* e z arctan E 


情形 6: D, 20,D, >0. WA F(w) (u -a); (-a) ( d) (vag), FP d, an, az, 
a; 是 实数 ,a) > a > os. 当 w>a 时 ,方程 (1.5.1) 的 解 为 


+ (F- Fo) =- 


2 _ % 705 а; - a 
5 92 m da IIe. -e 0 
d = Ll dç _ 1 ky = — d 
其 中 ,aza， Fa, a*m, Е(ф,Е) CFS. з ) іры 2p) /1 sino 
情形 7:Ds O, D. O, D, <0,E。 =0. WA F(w) =(w-a)*[(w-1,)? 51], XP als, 
是 实数 。 当 w >a 时 ,如 果 azl +s, IR (l. S. 1) 的 解 为 


tano + cot Sitang + s,cot@ 


+ (£ - &) ero , "авы +] +a 
(sitan0 - L - a) an 20 


tano +l, +a 
ават 1~ о + F - E(o, 
la +1, - a)sing 1 К sin p+ (ф,Е) (Ф k)] 


WR азі, +s, 方程 (1.5. 1) 的 解 为 


* (F Fo) = b 一 arcsin( ksing) - F(e,k) | 


其 中 ,tan29 = = eing. O <0 «T. E(g,k) = f vi Nein. V dy. 
情形 8: de «0. WA F(w) 2 (w -o)*(w -B) [(w Ui) +s], EF a,l,,s, EX 
Ж. H o >B BÓ, 如果 азі, sn tand, q li +s,coto, 方程 (1.5.1) 的 解 为 


з tand + соі sitang + 5, соід 
АФ =- F(p,k) sicotg +1, Фа 
25 


tanü +1, Фа 
ee лё, ` сара E FETE СЕ 
н - a) sing 1 ~k sin ꝙ + F(o,k) (e,k)] 


如果 a =l, - s,tan0, 方程 (1.5. 1) 的 解 为 


* (E Fo) = [5520 | eresin( sing) - F(e,k)] 


如果 a = s cotó, 方程 (1.5.1) 的 解 为 
* (Eko) = 7 RO iis ua et = Bring „ sine] 


coso 


2(s,tan@ - Ii - a) 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


* 7 
AR. P eee 


情 形 9: D; =0,D, =0,D, >0,E, =0. WA F(w) = (-a) (0-8) () ;其 中 ,a,B,y 
是 实数 . 当 w >a >B >y 时 , 方程 (1.5. 1) 的 解 为 


の 


其 他 的 类 似 情形 ， iM auum 也 可 以 给 出 类 似 的 解 , 这 里 路 . 
情形 10: D, >0,D, 50,D, >0,D, >0. W F(w) = (-an) (v -a) (- a;) (w- d.) 
(w-as), 其 中 Qt , 0t , g, Ga, &; 是 实数 . 这 时 相应 інда 


Som "J tr eras 
情形 11:Ds <0, WA F(w) 2 (-a) (o- dz) (w d) [(w -)* * 55] Т œ cz, as, 
1, ,s, 是 实数 . 这 时 相应 的 解 可 表示 如 下 
nece J (w - a,)(w - a,)(w - a) L (0 -1,)* +s] 
情形 12: D; 50A (D, SO VP, SO, D. <0) ,这 里 人 表示 “并 且 ”，V 表示 “或 者 ”", 则 有 
F(w) = (w-o)EQw -I) *si]L(w h) +s], Ach an, I, 81, la. 是 实数 . 这 时 相应 的 解 
可 表示 如 下 


ig ミー 
BR `] -oa)f(w - 1) +8) [(w-h)? +8] 
5$.2” 带 有 四 阶 非 线性 项 的 了 +1 Ht Klein - Gordon 方程 的 精确 解 


考虑 带 有 四 阶 非 线性 项 的 了 D + 1 维 Klein - Gordon 7; 8^" 


-ш = S (1.5.2) 
作 行 波 变换 ,u ule) ,61 = Sk. +ot, 则 方程 (1.5. 2) 变 为 
(u')° = ay + Y ae! ; (1.5.3) 
其 中 ,m 是 积分 常数 , . 
(i+1) ( She. К 
再 作 変換 , = adu $ aaa; , F za] £& , 则 方程 (1.5.3) 变 成 
We (1.5.4) 
Vw + ри + qu? +rw +s 


16 2 iE -4 32 , au E 256 - : 
其 中 ,p= цаў? + aast, q = alas + (а, - 30, ) aj? г = 125 c [ as ° - a5 ) + 


8 u 8 -$ -L 256 s -4 48 16 -2 4 = 
Taz aa, ee 5 raa, 5,5 = 3] «5 T -250304o5 ° + 5520405 ы Sag + as. 


4 
25 
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根据 五 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 , 可 以 给 出 方程 (1. 5.4) 的 所 有 解 的 分 类 ,相应 地 可 以 
写 出 带 有 四 阶 非 线性 项 的 D + 1 维 Klein - Gordon 方程 的 精确 行 波 解 , 它们 是 该 方程 的 所 有 单 
行 波 解 的 分 类 , 这 里 略 . 


5. 3 ” 带 有 任意 阶 非 线性 项 的 混合 KdV 方程 的 精确 解 


考虑 带 有 任意 阶 非 线性 项 的 混合 KdV у” 
u, + du'u, + bu"u, + Ôu, = 0 (d, b, ö, p = const. p >0,6 #0) (1.5.5) 
作 行 波 変換 ,u =u(£),£ =% ut, 将 方程 (1.5.5) 约 化 为 
- vu (E) + du’ (£) + bu?u'(£) +8u"(¢) = 0 (1.5.6) 
将 方程 (1. 5. 6) 积 分 一 次 得 
u'(£) - n N 
这 里 < 是 一 个 积分 常数 
为 求解 方程 (1. 5.5), 这 里 只 需求 解 方程 (1. 5.7). 将 方程 (1. 5.7) 积分 一 次 得 


d Su за ша 
8p+1) паа * 5(2p +1) (Ф =c, (1.5.7) 


(u“)? = pu? + pu? + pu?" + cu + c; (1.5.8) 
其 中 
op 
Pi = 8 
POSUERE TS 
P2 05 + 1) (p +3) (1.5.9) 
2b 


Ps =- §(2p + 1) (2p +2) 
e; c, 是 积分 常数 
原則 上 , 根据 多 项 式 的 完全 判别 系统 , 方程 (1. 5. 8) 的 所 有 可 能 的 解 都 可 以 得 到 , 这 些 解 
可 以 用 初等 函数 \ 椭 圆 函 数 和 超 椭圆 积分 表示 . 下 面 根 据 积分 常数 c 和 с, 分 四 种 情形 来 讨论 
方程 (1. 5.8) 的 解 . 为 简单 起 见 , 在 下 面 的 情形 2 ~4 中 , 将 p 取 某 些 特殊 值 进行 讨论 . 
情形 1: с, =c, =0. 方程 (1. 5. 8) 変成 
(u“)? = pu? ри” + pu (1. 5. 10) 
作 変 換 
w = u'(£) (1. 5. 11) 
将 方程 (1. S. 11) 代入 方 程 (1. 5. 10) 得 


f dw 
10% „PI + PU + рэш 
4 A =p; -Ap,p, , 这 里 A 是 多 项 式 户 + p, + pa 的 判别 式 . 根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 
系统 法 (1. 5. 12) 的 所 有 解 的 分 类 有 以 下 三 种 情形 . 
情形 1.1: A =0. 由 式 (1.3.12) 得 


=+p(¿£ Fo) (1.5.12) 


Р» 
fas 


TA „, Is IE -6) n — 
`w 


情 形 1.2:A>0. p, >0 BF, 由 式 (1.5. 12) 得 
31 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


вась ENEA (CB 
n е - 8(w= っ ) Ў 
£p (E — Fo) m E 


t e (Sfx) o ain gl 


М p, «O BF, HH (1.5.12) 18 


= 一 = l n = CE: 7 ーー 
£ y p ME | w | 
аса 1 minte ーー の (ey) 上 ZC B)(x = y) i 
+ /- p, (£ go) = 5 — “+ "1 ーー 
上 面 表达 式 中 根 号 内 部 分 都 大 于 零 ， 其 中 p= 一 和 ; Bs i = 二 A 


情形 1.3: A «0, HK (1. 5. 12) 18 


1 Wow + Jp, - Ps の 9 -Pw + Py 
+ pi (F- &) = 一 一 | 一 和 人 一 一 | (эо) 
VP, tS w 

K: 以 上 用 多 项 式 完全 判别 系统 得 到 的 解 , Feng"? 96482], 但 这 里 的 方法 更 简单 ,更 直接 . 

情形 2; c, =0,c, *. 对 于 方程 (1. 5.8) , 原则 上 可 以 用 多 项 式 完全 判别 系统 对 多 项 式 的 
根 进行 分 类 ， 从 而 求 出 相应 的 积分 . 但 是 六 阶 及 高 于 六 阶 的 多 项 式 的 完全 判别 系统 比较 复 
杂 . 为 简单 起 见 , 下 面 仅 取 p =4 作为 例子 来 说 明 这 个 方法 . 

例 : p =4， 由 方程 (1.5.8) 得 


(u“)? = pu’? + p,u* + psu” + c; (1. 5. 13) 
作 変換 | 
w =u (£) (1.5.14) 
将 方程 (1. 5.14) 代 人 方程 (1. 5. 13) 4 f 
dw 
Í A + (£ ko) (1.5.15) 
其 中 T 


Nu) = の + q? +rw +s 


a Hi (1.5. 16) 
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利用 五 阶 多 项 式 fw) 的 完全 判别 系统 法 ,方程 (1. 5. 15) 的 解 有 以 下 七 种 情况 . 
情 形 2.1: D, O, D. O, D, O, E. . 下 面 是 几 个 相应 的 解 的 形式 (参数 条 件 应 满足 相 
应 的 公式 , 很 容易 写 出 来 , 为 简单 起 见 ， 这 里 略 ). 


(Ee = eee aN. 
0 а-В тна аа. vo UV 


V4a(a - y) |w - 
sea Ag (w = } 
ае наг -B)| 
zl 1 jm し Ys:4w(e - y) - pee y) J 
-8 WI PETI lw - al 


ュ ト yg。4(8 - 2 te — 
ET ў. 


a 1 . Aw(a - У) + Aa(w ~y) _ 
+(€-&) = Ae eit tle 


MEZLUCE と ~ s -y)r | 
CE 万 - gl 
+ (£= &) + Aa(w — 


. Aw 
arcsin 
Ë fre a) | 


- "Er аге» 
— LA arcsin Aw(B - y) + ABC i: v-y) ] 
- AB(B - y) |Ay(w - B) | 
Ж e, = +1,e, = +1. 
情形 2.2: D, =0,D, =0,D, =0,D,#0,F, #0. 方程 (1.5.15) 的 解 为 


+(£-&) =ー za = — 


праана 
二 [dato В | 


_ = 2 [Аш . 
* (£ 名， M ~al- 3 
1 In [ /&Aw(B - a) - VeAB(w - | 
VAB(B - a) LET 
这 里 z, = ょ 1. 
1875 2.3; D, =0,D, =0,D, =0,D,#0,F,=0. 方程 (1.5. 15) 的 解 为 
> 


1 In LVL 一 Ман BOT) 
/Aa(a - B) |w -a 


*6-&) "xxu pl xr - B. 


1 1 Аш(а - B) + Aa(w - B) 
Аа See" resin 4 "Uu ] 
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XH ez = +1. 
1874 2.4: D; O, D. = 0, D, O, E 40. 相应 地 , 方程 (1. 5. 15) 的 解 为 
. Dt 
二 人 名) азі ete f yı(w - 4) +6, - VAw(w -村 | 
на] — +s? 
Зар” [yi (w - D) +8, - /Aw(w -а) P+ [y2(w -1) + ë, ]° 


其 中 ,B, = + っ の Li- a) 4], f. 4 i9 Aga) Ae) a 


[E-o] + (ara) tT s fag (に hog [Ass -4(1- 38]. 


5 [ua - o)B, 402). £] & | - AKI - a), i-a]. 这 里 gi AB, 的 符号 


Ti + arctan 


必须 满足 Bp, =sA[1- 2 ). 
情形 2.5: D, =0,D。 >0. 方程 (1.5. 15) 的 解 可 以 用 如 下 椭圆 积分 表示 


+ (F ko) = (a (ere, k) t3 mere | a っ k) 
其 中 ,a ,aas 和 O 的 次 序 被 重新 排列 , На, >a, >a, Y d.. AO, e SX md. 时 (其 他 


情况 可 以 类 似 写 出 , 这 里 略 ) ,方程 中 每 个 参数 的 意义 如 下 :a =e, (o, - 04) , = -a (0 d.), 


6 1 2 
=a, , d= 2 4,50 = 17 17004 hcm B fk = 
c=a,-a à; -aô = (a, - a) (a, - G.) (o5 - d.) m UN I Y 
(a; -N.) (a, -a) d : ee.” eee 
FK Y „k = ——— , , yk = 
(a, -a) (a, - d.) (г.д bade Hab) Дара Fe 
1876 2.6: D, O, D. =6,D, >0,E, O. 方程 (1.5. 15) 的 解 为 
+ (E 60) = FyI(e Ele. b - ge の] (a, = a) 


* (E- Fo) = zc + d)F(g,k) - dE(o,k) - dcotan (o v1 - ksing) ] (a, = a) 
这 里 的 每 个 记号 都 与 情形 2.5 中 的 相同 , 而 且 E(o,k) = [ Vi He de. 
情形 2.7: D, -0,D, =0,D, <0, =0. (I. S. 15) 的 解 为 < 
£(£-&) = 7 e. + boresin( hsing) (a, = a) 


= (£- y CRA -ksing + VI - k sing e. 
y 


cosp RR 


1 1 1 1 5 
其 中 ,a - (an ar) e - (a, “аа, 5= っ (mi a) d (a, cf) e, e =a, . d= 


a, -t-m,, o7 o ET JE +1, m = LA. En 的 正 号 和 负 
1 


(i -a) 


号 必须 满足 Am, «0, 其 他 符号 都 与 前 面 的 相同 . 
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情形 3: с, , z =0. 因为 同样 原因 , 取 ヵ =2 作为 例子 .由 方程 (1. 5.8), 有 
(u“)? = (pu + p) + рый” T ei) u (1.5. 17) 
将 方程 (1. 5. 17) 积分 一 次 得 


du = = . 
Ix E &) (1.5.18) 


其 中 . 


Nu) = u ваш 十 TIL + s, 


A, = ps 


ps (1.5.19) 


方程 (1. 5. 18) 与 方程 (1.5. 15) 有 相同 的 形式 ,方程 (1. 5. 19) 与 方程 (1. 5. 16) 有 相同 的 
形式 , 所 以 很 容易 写 出 方程 (1. 5. 18) 的 精确 解 , 这些 解 由 初等 函数 和 椭圆 函数 表达 . 为 简单 
起 见 , RER. 

注 :情形 2 和 情形 3 中 的 所 有 解 都 是 新 解 . 其 他 还 有 几 种 情形 , 相应 的 解 由 超 椭 圆 积分 表 
X, 这 里 省 略 了 . 


5.4 不 带 耗 散 项 的 广义 KP 方程 的 精确 解 


考虑 不 带 耗 散 项 的 广义 KP 77 20579) 
EC + du'u, + bu*u, + Bu ,) «ЗШ, =0 (80, » 0) (1.5.20) 


作 行 波 変換 ,x 2 u(£) £ =x ly -vt, 将 方程 (1. 5. 20) 约 化 为 


- vu" + d(w'u')' + b(u*u')' + du +3k u" = 0 (1. 5.21) 
将 方程 (1. S. 21) 积分 两 次 , 且 令 第 一 次 积分 常数 为 零 ,得 
„ b + d ptt v 。 3 だ ど 
зара, ip +1)" + (ero (1. 5. 22) 
其 中 ,ci 是 积分 常数 ， 再 将 式 (1. 5. 22) 积分 一 次 ,得 到 
(u“)? = рац?” + pu + pu? + cu + c, (1.5.23) 
Z Ж 
其 中 ,p= “Ра” 781) (p+2)' P7 зфраіфраіў а 是 积分 常数 
这 里 我 们 只 考虑 一 种 情形 , 即 当 c, =0, c O BF, HS p -4, 则 方程 (1. S. 23) 变 成 
(u“)? = pu? + puf + pu + c, (1.5. 24) 
作 变 换 ,w =u? (E) , 则 方程 (1. 5. 24) 写成 积分 形式 为 
dw ü 2 
|a сач (1.5.25) 
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Xt fw) = の qu! +rw +s, 9 H, Р e A ар. 
Рз P3 Рз 


利用 五 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,可 易 求 式 (1. S. 25) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 得 到 p =4 时 
方程 (1. 5. 20) 的 精确 行 波 解 , 这 里 略 . 
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如 果 一 个 非 线 性 数学 物理 方程 经 行 波 变 换 及 积分 后 , 不 能 直接 约 化 成 一 个 初等 积分 形 
FF 我 们 首先 回顾 不 同 
形式 的 试探 方程 法 , 然后 给 出 它们 在 若干 非 线性 数学 物理 方程 上 的 应 用 .试探 方程 法 的 基本 
思想 , 就 是 假设 解 满足 一 个 能 化 成 积分 方程 形式 的 试探 方程 ,进而 得 到 所 求 方程 的 精确 解 . 
虽然 用 这 种 方法 求 得 的 精确 解 不 是 该 方程 的 所 有 单行 波 解 的 分 类 , 但 也 常常 包含 其 他 方法 得 
不 到 的 新 解 ， 对 于 不 同类 型 的 非 线性 微分 方程 ， 比 如 秩 齐 次 和 秩 非 齐 次 方程 情形 ,以 及 具体 
的 不 同形 式 的 秩 齐 次 方程 \ 秩 非 齐 次 方程 ,试探 方程 法 的 具体 步骤 都 会 有 所 不 同 ,在 这 一 部 
分 , 分 别 介绍 七 种 试探 方程 法 的 具体 步 又 , 并 给 出 相应 的 应 用 . FH H AN ， 
从 而 说 明 什么 是 秩 齐 次 非 线性 方程 以 及 秩 非 齐 次 非 线性 方程 ， 

设 非 线性 发 展 方程 的 一 般 形 式 

P(u,u,,u, us ue Í s) = 0, (2.1) 
其 中 ,P 是 关于 变 元 u, u., u,, un, un, 的 多項式 . 
在 行 波 变 换 u(x,t) =u(£),£=k(x-ct) 下 , 式 (2.1) 约 化 为 如 下 的 常 微分 方程 
O(u, u, u“, u“, ..) = 0 (2. 2) 
其 中 心 为 9 式 (2.2) 中 任何 一 项 可 用 下 列 通 式 表示 (不 考虑 其 系数 ) WH ub (u) (4% K. 
(200), Яр, k; 是 实 常数 (j 90,1, m) ,于 是 可 定义 该 项 的 秩 为 0ko + 1k, +2k, +… + mk, 

实际 上 就 是 该 项 中 的 各 阶 导 数 与 其 相应 兢 次 习 积 之 和 (可 以 认为 二 为 自身 的 零 阶 导 
数 ). 有 了 秩 的 概念 , 我 们 就 可 以 把 所 研究 的 非 线性 方程 分 为 两 类 : 一 类 叫做 秩 齐 次 方程 , 即 
各 项 的 秩 的 取 值 要 么 全 是 偶数 要 么 全 是 奇数 ; 另 一 类 叫做 秩 非 齐 次 方程 ， 即 各 项 的 秩 的 取 值 
为 奇数 与 偶数 混合 的 . 


第 1 章 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 及 其 应 用 


11 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 的 主要 步 又 


如 果 一 个 非 线性 数学 物理 方程 ,能 约 化 成 一 般 的 秩 齐 次 非 线性 微分 方程 ,我 们 可 以 用 这 个 
方法 求 其 精确 解 ,其 具体 步骤 如 下 . 
第 一 步 : 对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 
N(u, u, u, „u. ) = 0 (2. 1. 1) 
作 行 波 変換 ,x(z,) =u(£),£ = kx & et , 将 方程 (2. 1. 1) 约 化 为 
M(u, u“, u“, .) = 0 (2. 1. 2) 
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第 二 步 : 取 试探 方程 
Fa ў ам (2. 1.3) 
其 中 ,系数 为 常数 由 式 (2. 1.3) 可 导出 
(u')! = F(u) = > um +d (2.1.4) 


以 及 w" 等 其 他 导数 项 , 这 里 d 是 积分 常数 . 将 这 些 项 代入 式 (2. 1.2) 中 , 得 到 一 人 u 的 多項式 
G(u). 根据 平衡 原则 能 确定 m 的 值 . > G(u) 的 系数 都 是 零 ,得 到 一 个 非 线 性 代数 方程 组 . N 
这 个 方程 组 可 确定 a。,… a, 和 d 的 值 . 

第 三 步 :将 方程 (2. 1.4) 化 成 初等 积分 形式 


d 
( C0 - ry 


利用 m+1 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 , 解 出 式 (2. 1. 5) ,进而 得 到 方程 (2. 1. 1) 的 形 如 式 
(2. 1.2) 的 精确 解 ， 


1.2 1+1 维 Camassa - Holm 方程 的 精确 解 


考虑 1+1 ЯЕ Camassa - Holm Jp 


(2.1.5) 


u, + 2ku, + 3uu, - u.. = Zu, u, + uu, (2.1.6) 
作 行 波 変換 ,=x(#) ,£-ly тан, ар 则 方程 (2.1. 6) 成 为 
P[(u « Dw + jo) 25 + (o +2kl)u + c (2.1.7) 
其 中 ,C 为 积分 常数 . RE CER 取 试 探 方程 为 
u“ = Au + B (2.1.8) 
由 方程 (2. 1. 8) 知 
(u')* = A) +2Bu +C (2. 1.9) 


将 方程 (2. 1. VAM 1.9) 代 人 到 方程 (2. 1.7) 得 到 一 个 多 项 式 方 程 
(Sar - З + [P(A +2B) - w u + P (В + テ )- c=0 (2.1.10) 

为 了 确定 参数 4,B C, 令 方程 (2. I. 10) 中 系数 都 为 零 ， 得 非 线性 代数 方程 组 ， 即 
3 
24% 2 ú 
P(A +2B) - o 2 = 0 
P(B + £)- c=0 

解 方程 组 得 


p +e + 2k - 1)! 2 (2.1.11) 
2c - w - (2k - 1)! 
; FT. ` 
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在 条 件 (2.1. 11) 下 , 根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 容易 求 出 方程 (2. 1.9) 的 所 有 解 的 
分 类 , 从 而 得 到 1 + 1 AE Camassa - Holm 方程 的 精确 行 波 解 为 


m = # exp E VA(E -&)] - Z 
u, = nal AE &)1 - в) (A > 0) 
ud att VB ACsin{ + VA(£ -&)] -B)} (4 <0) 
1.3 Tzizeica — Dodd - Bullough 方程 的 精确 解 


考虑 Tzizeica - Dodd - Bullough 方程 [?] 


u, = e + e (2.1.12) 
FER, u e ux, t) = - Inw(z,t) , 则 方程 (2. I. 12) 变 成 
- ww, +ww,-w — 1 = 0 (2.1.13) 
再 作 行 波 変換 ,w(z,)) g), S 2x ct, 将 方程 (2. I. 13) 约 化 成 
суш" - (“)? -w -ш = 0 (2. 1. 14) 
按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方 程 
w” = F(w) = ao 二 GUO 十 十 GO (2. 1. 15) 


将 方程 (2. 1. 15) 积分 一 次 得 


(w')? = 2ao аш ＋ + a,w"" +d (2.1.16) 


其 中 ,a 为 积分 常数 . 
将 式 (2.1.15) , 式 (2. 1.16) 代 入 方程 (2. І. 14) ,并 根据 平衡 原则 ,可 以 确定 m=3, 则 方程 
(2. 1. 15) 变 为 


w" = Go + aw + aw? + 4% (2. 1. 17) 
将 方程 (2. 1. 17) 积分 一 次 得 
(ш')? = qos! + Jon. Баш” + 2aow +d (2. 1. 18) 
并 得 到 
rw! + 750 + rw. + 710 + 70 = O (2.1.19) 
其 中 ,mr = Tobe І r ー1 r, = -ca, *ca,, r, = -2ca, + cao, гуз cd. 


3 
为 确定 аз,а;,а;],а0 d 的 值 , 令 r; O, i =0,…,4, 得 到 一 个 代数 方程 组 , 解 之 得 G, = 2, 
а; a, =0,d=0,a, 为 任意 实数 . 
将 此 时 的 式 (2. 1. 18) 写成 积分 形式 


J——* = lE) (2. 1.20) 
w рэш +p2w + Py 
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其 中 
1 
P3 = う 3 
2 (2. 1.21) 
P = 39 
Pı = а; 


根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,可 知 方程 (2. 1. 20) 的 所 有 解 的 分 类 有 以 下 三 种 情形 . 
情形 1: A=0. 24 p, 20 BF, 由 方程 (2. 1. 20) 得 
NEN 
25. V Ios TC -&) = In| 222 (2. 1.22) 


w 


情形 2:A >0. 4p, >0 时 , 由 方程 (2.1.20) 得 
+ Vp (£ - &) = Ln トッ バーy)(yー9) - 人 パー の)( ぁ ーッ ) (2.1.23) 
/By Ivi 


"M ш- 一 ш- 2 
+ P(E Eo) = =" - (2. 1.24) 


+ /p,(€-&) = Fagen ee на (2. 1. 25) 


34 p, <0 时 , 由 方程 (2. 1. 20) 45 


2 


PEN a - wot 一 w- 
t /-p( - Fo) "> f IP] (2. 1. 26) 
— ee) al LI 
+ „- ps (E Fo) Em ri (2.1.27) 
+ /- D (£ - &) = 1 arcsin AC +B) - Bw - y) ]° vB(w - y) ]° (2. 1.28) 
5 Iw | 

这 里 假设 表达 式 (2. 1. 26) ~ (2. 1.28) 中 根 号 内 部 分 都 大 于 零 ， E ig. 
-pı -VA 
2p, ` 


- 


情形 3: A «0. 由 方程 (2.1.20) 得 


1 
i e bb рэш” — paw +p, 
+ Jp, (£ -&) = = = 


5 
Рі " 


(p, » 0) 


(2. 1. 29) 
这 样 方程 (2. 1. 20) 的 所 有 可 能 的 解 的 分 类 为 式 (2. 1. 22) ~ (2. 1. 29). 这 样 容易 写 出 
Tzizeica - Dodd - Bullough 方 程 (2. I. 12) 的 精确 行 波 解 , 这 里 略 . 
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1.4 2+1 Sine - Gordon 方程 的 精确 解 


考虑 2+1 AE Sine ~ Gordon ў”. 


Za u, — Uy, 十 msinu - (2. 1. 30) 
作 变 换 ,v =e" (x, t) = V(£) ,£ =x + dy +e P2(2. 1. 30) 化成 
2( c= d - 1) [VV (%] +m (V - V) = 0 (2. 1.31) 
按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方程 
W = ao + a,V a (2. 1.32) 
积分 得 “ 
(yy = Зай Ба У «за V + D (2.1. 33) 
将 式 (2. 1. 32), (2. 1. 33) K&K (2. 1.31) , 得 到 
nu + u Tri + r = 0 (2. 1. 34) 


其 中 , г, а -È -1)a, Ф m, г, =4(c -P -1)a,, n =6(2 - d -1)a, - m, ro = 


2(c - d* ~1)D. 
为 确定 a, 4, 40, D 的 值 , 令 r =0,i=0,…,3， 得 到 一 个 代数 方程 组 ， 解 之 有 
和 
= 10(〆 10( -d -1) -1) 
а, 是 任意 实数 TET 
ae wy -1) 
ES 
在 条 件 (2.1.35) 下 , 4 w = 6.0% V, 则 方程 (2. 1.33) 写成 积分 形式 
+ aa (E Fo) = S (2. 1. 36) 


f 十 a,(20,) w + 200 J) 
欲求 解 方程 (2. 1. 30) 只 需求 解 满足 条 件 (2. 1. 35) 下 的 积分 (2. 1. 36). 利用 二 阶 多 项 式 


完全 判别 系统 法 容易 写 出 式 (2. 1.36) 的 所 有 解 ， 于 是 容易 得 到 2 + І HE Sine - Gordon 方程 的 
精确 解 , 送 里 略 . 


1.5 Cadrey - Didd - Gibbon - Kaeada 方程 的 精确 解 


考慮 Cadrey - Didd - Gibbon - Kaeada E * 


u, + (и... + 30 uu, + 605), = 0 (2.1.37) 
作 行 波 変換 ,x(z,) =u(£),£ =x +ct, 并 将 方程 (2. 3. 37) 积分 一 次 得 
cu T u, + 3Quu”+ 60) = co (2.1.38) 
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其 中 ,co 是 任意 常数 . 
按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方程 
u“ = au +au+ao (2. 1. 39) 
再 将 式 (2. 1.39) 积分 一 次 得 
(u')? = Зай! pe e (2.1.40) 
由 式 (2. 1. 39) K (2. 1.40) 可 得 
u = Зай + 5Sa,a,u’ + (Gaza + di) u + 2a,d + 410 (2.1.41) 


将 式 (2.1.39) , (2. 1.41) 代 入 式 (2.1.38) , 有 
rU ёт + riu + r, = 0 (2. 1. 42) 
其 中 ,ry = а + 9a, + 18, г, d +6a,, r, = a," + бага + 30a, + c, To =2a,d *a;a, co. 
为 确定 42 G, „ao, d 的 値 , 令 r, =0, i=0,…,3, 得 到 一 个 代数 方程 组 . 解 之 有 
a, =-6 
а, 是 任意 实数 


2 
aj +e 


6 (2.1.43) 


a = 


_ a +atc - боў 
72 
co 是 任意 实数 


а 


以 及 


a, =-3 
W 12 (2. 1.44) 


c 是 任意 实数 
在 条 件 (2. I. 43 ) 或 (2. 1. 44) 下 ,根据 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 , 容易 写 出 方程 
(2. 1. 40) 的 解 ,进而 能 够 得 到 Cadrey - Dldd - Gibbon - Kaeada 方程 的 精确 行 波 解 ,这 里 略 . 


1.6 Sawada - Kotera 方程 的 精确 解 


考虑 Sawada - Kotera 方程 [6 


U, + Ugg, + Suu + 5u,u,, + Suu. = 0 (2. 1. 45) 
HEFT RAE u(x,t) =u(£),£ 2 kx tot, 将 方程 (2.1. 45) 约 化 为 
ou’ + k'u) + Sk uu“ + SFu'u“ + Sku’ = 0 (2. 1. 46) 
再 将 式 (2. 1. 46) 积分 一 次 有 f 
сі + Qu + Pu? + Sk'uu”+ Sh = 0 (2. 1. 47) 
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其 中 ,c 是 积分 常数 . 按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试 探 方程 法 , 取 试 探 方程 


и" = a,u? + au + aç (2. 1. 48) 
再 将 式 (2. 1. 48) 积分 一 次 得 
(u')? = Зай! tau 42a d (2.1.49) 
由 式 (2. 1.48) 和 式 (2.1. 49) f 
u = Ваў! + Sasa + (баса, al) + 2a,d + аца, (2.1.50) 


将 式 (2. 1.48) , (2. 1. 50) KCK (2. 1.47) , 可 得 方程 如 下 


ru + ru ru + ro = O (2.1.51) 
其 中 ,mm = Зваў + i + Saz, г, SK ага, 45K ai, r= w + (6a,a, + aj) + Sao, 
ro 22a, Раз а а, + e). 
为 确定 42, 41, 40 d, & r,=0, i 0, , ,得 到 一 个 代数 方程 组 , 解 之 得 


G, 三 一 É 
a, 是 任意 实数 
w + Ка! (2. 1.52) 
ao = P 
_ Foo, +ka +c, 
й 2 


d 
RA 


(2. 1. 53) 


在 参数 a, ,ai ,ao d 满足 (2. 1. 52) K (2. 1. 53) 的 条 件 下 , 根据 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 
法 ,容易 写 出 方程 (2. 1. 49) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 得 到 Sawada - Kotera 方程 的 精确 行 波 解 , 这 
里 略 . 


1.7 Jaulent - Miodek 方程 的 精确 解 


考虑 Jaulent - Miodek 7999] 


U, + uy, + 2 十 POS - 6uu, - 6uw, - Zu. =0 (2. 1. 54) 
15 2 
V, + v, - 6u,v - бш, — за = 0 (2.1.55) 


作 行 波 変 換 ,w= UE), v - V(£) , £ == dt, 将 方程 (2. 1.54) , (2.1.55) 约 化 成 如 下 方程 组 
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3 2 З yy = 0 (2. 1.56) 


dU’ + U" +> VV ТУ“ 6UU' - 6UVV' 73 

ау + Y" - 6U'V - 6UV' - Зуй =0 (2. 1.57) 

将 方程 (2. 1.57) 积分 一 次 得 
dy + V -6UV -TV icis (2. 1.58) 

其 中 ,co 为 任意 常数 . 将 式 (2. I. 58) 化 为 
co + 2v -dV- V" 
v= (2. 1.59) 
由 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 如 下 试探 方程 

у" =a, V" +a, У" «aV (2. 1. 60) 

将 方程 (2. 1.60) 积分 一 次 得 
(Wy? = uen + tp а вай jx (2.1.61) 


其 中 ,ao 是 积分 常数 . 
为 了 确定 a,,a,_1,…,a! 和 n 的 值 , 4 c。=0, 并 将 式 (2. 1.59) , (2. 1.60) 和 (2.1.61) 代 
人 方程 (2.1.56) 得 n=3, 以 及 如 下 四 种 解 


ee 
"n (2.1.62) 
a, = 一 2 
a, =-2d+4 
a, =-2 (2. 1.63) 
1 
G = 一 了 
a, =-id 
2, #0 | (2.1.64) 
a, =-2 Š 
a, =-24 
a, =0 id (2. 1.65) 
1 
. 
其 中 ,d 是 任意 常数 . 因此 方程 (2. 1. 61) 变 成 
(V')? = зу my ваў +a, (2. 1. 66) 


其 中 ,ao 是 积分 常数 , 且 方 程 (2. I. 59) 变 成 
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_/ 5 a 227 1 
U=(-24+2)¥ «Y «e 4) (2.1.67) 


于 是 , 剩 下 的 任务 就 是 分 别 在 式 (2. 1.62) K (2. I. 65) 的 条 件 下 , 求 方程 (2. 1. 66) $077 
程 (2.1.67) 的 解 . 

下面 在 条件 (2. 1. 62) 下 求解 方程 (2. I. 66) 和 方程 (2. I. 67). 格式 (2.1.62) 代 入 方 程 (2. 
1. 66) 和 方程 (2. 1.67) , 得 


712 _， 4 1 1 
() デー ゲー ラテ ザ -[+d +>)V + (2.1.68) 
和 
a Uwe Y Fd (2. 1. 69) 
其 中 ,4 а, 都 是 积分 常数 . 作 如 下 变换 


1 
аба i (2. 1.70) 
& =£ 
将 式 (2. 1.70) 代 入 式 (2. 1.68), 得 
106 = -F(w) = -(w' + pw + qu + r) (2.1.71) 
其 中 
ва 
4 = 84 | (2. 1.72) 
5 1 
r=-34 + 36“ ー 40 
根据 四 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,容易 求 出 方程 (2. 1.71) 的 所 有 解 的 分 类 
4(e - +a (w>a,w<BMw<a,w>B) (2. 1.73) 


шб - (8-a)'(& -&) -4 
_ ss (en - as) sin'g - os (a, - a5) 


(a, - a, )sin!g — (a, - a5) (a, >u »0;) (2.1.74) 


іб ( - a,) sin’ - a, (os -a) 
? (аз - d.) sin - (аз - d) 


аба Seve nce cM -g, m] -ala =a) (2. 1. 76) 


(a, ehe (Ума =A) Con e (4 La „mj - (e, -os) 


a, (а, — ад) sn? MOROIOE E 
CE スー 


(a, <w <a) (2.1.75) 


-d. (as - ai) 


(ë, -6) | m 


w= 


(2.1.77) 


(€, o) я) - (o; - 


其 中 m _ (m - a) (a; -a.) 


(a, -;) (a, -.) 


45 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


ae — &) m)* b 
mm, 


= ( 5s > 0) 2. 1. 78) 
zal im Ca 5 а > B,s > ( 


2mm, 


(& = &) n) + di 


其 中 ,e= (ag) e- 2 (-E) d., be (a *8)d - ў (а -G) e, eg I, 


m, 


2 
d, -a-l-sm,, Ба (асв m, =E+ MTI ym = 


7 s(a -B) 14m? 


= — Fp bata. Сас = Bra Sony 2.1.79 
+(£ &) (B-a)(a-y) ш-а! ( ) 


_ 1 [VG a) (Su +B) - /(a-B) (w -y) ] 
6-6) а au 5 —6 (2. 1. 80) 


B-a)(a-y) 
LE) I resin (£30 Co +B) + (8 - a) (w -y) 
De の 5 e 


满足 方程 (2. 1. 70) ~ 方程 (2. 1. 81) 的 条 件 是 每 个 根 号 下 的 每 一 项 都 大 于 零 . 

至 此 , 方程 (2. 1.71) 的 所 有 精确 解 都 得 到 了 ,其 解 为 式 (2. 1.73) - 式 (2.1.81). 再 由 式 
(2.1.70) ,可 以 写 出 方程 (2. 1. 68) 和 方程 (2. 1. 69) 在 相应 参数 条 件 下 的 所 有 解 ， 这 样 就 能 写 
出 方程 (2. I. 66) 和 方程 (2. I. 67) 的 所 有 解 ， 从 而 能 写 出 方程 (2. I. 54) 和 方程 (2. I. 55) 的 精 
确 行 波 解 . 这些 解 包括 椭圆 函数 双 周 期 解 和 有 理 函 数 解 ， 如 式 (2. 1.73) , 式 (2. 1. 76), K 
(2.1.77) , 式 (2.1.78) 等 ,这 是 其 他 方法 还 没有 得 到 过 的 . 


1.8 Dodd - Bullough - Mikhailov 方程 的 精确 解 


考慮 Dodd - Bullough - Mikhailov TE“ 


v, +e’ +e” =0 (2. 1. 82) 
作 変 換 ,x =e” , 则 方程 (2. 1. 82) 変成 
uu, — uu, u +1 = 0 (2.1.83) 
再 作 行 波 变换 ,u(x,t) 2u(£) E =x -ct, 则 方程 (2. I. 83) 约 化 成 
u - cuu”+ c(u')? +1 20 (2. 1. 84) 
按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方程 - 
u“ = a + a + a,u? (2.1.85) 
将 式 (2. I. 85 ) 积 分 一 次 得 ; 
(u“)? = 2a0u + au? + Зай! 14 (2. 1. 86) 


并 且 得 到 一 个 多 项 式 方 程 
u — cu(a + a,u + a,u’) + «(Za + au^ +2a0u + d)+ 1=0 (2. 1. 87) 
为 确定 参数 a, ,ai ,g。 Ad, 令 式 (2. I. 87) 中 的 系数 都 为 零 , 得 非 线性 代数 方程 组 ， 即 
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1 + Zea, ~ са, = 0 


- ca, + са, = 0 (2.1.88) 
cay + 2ca = 0 
cd +1 = 0 
解 方程 组 (2. 1. 88) 48 
T 
AM (2. 1. 89) 
р, da . 
， C 
а, 为 任意 实数 
则 方程 (2. 1. 86) 变 为 
(u“)? = 2e ваш ーー (2. 1.90) 


根据 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 可 知 方程 (2. 1. 90) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 得 出 Dodd 
Bullough - Mikhailov 方程 精确 行 波 解 , 这 里 略 . I 


1.9 修正 的 Kawahara 方程 的 精确 解 


考虑 修正 的 Kawahara 方程 
u, + Guru, + u. — Ue = 0 (2. 1. 91) 
作 行 波 变换 ,u(x,t) =u(£), £ =x ct, (2. 1.91) 约 化 为 
- cu' +6u7u' +u" - u =0 (2. 1. 92) 
再 将 式 (2. 1.92) 积分 一 次 得 
f - cu Zu +u" - u“, +c = 0 (2.1.93) 
其 中 ,co 是 任意 常数 . 按 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试 探 方程 法 ， 取 试探 方程 
u“ = a,u? + aju + ao (2. 1. 94) 
再 将 式 (2. 1.94) 积分 一 次 得 
(u')2 = Зай! Баш +2au+d (2. 1.95) 
并 且 可 求 出 
u = за + Sa,a,u^ + (64% + aj?)u + 2a,d + a,ao (2. 1. 96) 
将 式 (2. 1.94) , 式 (2.1.96) 代 入 式 (2.1.93) , 有 
ru + ru? + ru + ro = Ü (2.1.97) 


10 
其 中 ,r;= 2 J, г, d —S5a,a,, r, = -c +a, -ба аў 41, o = ay ad- 4140 + €. 


为 确定 05 ,0, 40 ,d 的 值 , 令 r, =0, 10,3, 得 到 一 个 代数 方程 组 . 解 之 有 
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ees 
ao — a,ao + Cy 


d= 25 


(2. 1. 98) 


为 求解 方程 (2. 1.93) ,只 需 在 条 件 (2. I. 98) 下 求解 方程 (2. I. 95), 根据 三 阶 多 项 式 完全 
判别 系统 法 ,容易 写 出 方程 (2. 1. 95) 的 所 有 解 的 分 类 ， 从 而 得 到 修正 的 Kawahara 方程 


(2. 1. 91) 的 精确 行 波 解 , 这 里 略 . 


1.10 双 Sine - Gordon 方程 的 精确 解 


考虑 双 Sine - Gordon H= 
u, = sinu + sin (Zu) 
先 令 v=e*, 则 有 
гет 
2i 


: v 
sinu = 一 


2 -2 
š v — 
sin2u = 


2i 
把 式 (2. 1. 100) 代 入 方程 (2. I. 99) , 则 方程 (2. 1. 99) 转 化 为 
2w, - 20,0, =v +0 - v - 1 
再 作 行 波 变换 ,v(x,t) 2v(£) ,二 = kx +wt, 则 方程 (2.1. 101) 约 化 为 
2keow" - 2ko(v')? — -v +o +1 = 0 
按照 秩 齐 次 多 项 式 试 探 方 程 法 , 取 试 探 方程 
v = a займай + a, 

积分 式 (2. 1. 103 ) 一 次 得 


1 2 
(v“) = zat + a, вай +2av + d 


3 
并 且 得 到 一 个 多 项 式 方程 


と 


ra rv キ ち の + rb + ro = O 
其 中 
T, z2koa, ー kwa, -1 
Ts =2kwa, - ioa, -1 
r; =2kwa, -2kwa, 
Ti z2koa, - 4koa, +1 
ro =2kwd - 1 
为 确定 43, a2, a1, 40 d, & T, =0, i=0,…,4, 并 解 之 得 
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(2. 1. 99) 


(2. 1. 100) 


(2. 1. 101) 


(2. 1. 102) 


(2. 1. 103) 


(2. 1. 104) 


(2. 1. 105) 


(2. 1. 106) 
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(2. 1. 107) 


ai 为 任意 实数 
为 求解 方程 (2. 1. 99 ) ,要 先 求 解 方程 (2. 1. 102) , 则 只 需 在 条 件 (2. 1. 106) 下 求解 方程 
(2. 1. 104). 24 a, >0 时 作 如 下 变换 


_ (1 a, | 
w= (5a) し +32) 
(2. 1. 108) 
1 У 
Fi = (=a) £ 
将 式 (2. 1. 109) 代 入 式 (2. 1. 107) 得 
wa = F(w) = w + pw +qw+r (2. 1. 109) 
其 中 
T 
ра 
NL аца, 1 t (2. 1. 110) 
га ine "34 2% 29) 
-a aa? 2a, 
а eio % 
当 а, «0 Bj, 则 作 如 下 变换 
L 
1 y a, 
w= ( - >) vt | 
: | (2.1.111) 
£ = (- +a) £ 
将 式 (2.1. 111) 代入 式 (2. 1. 107) 得 
w^ = - F(w) = - (u + ри” + gw + r) (2.1.112) 
其 中 
= M 
ZEE 
Za, 
„, 4a? 2a, Lf. (2. 1. 113) 
N aro * 3a; - 2a, (- >) 
a, aa, 2g。g。 
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根据 四 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 ,容易 求 得 方程 (2. 1. 109) 和 方程 (2. I. 112) 的 所 有 解 的 
分 类 , 从 而 写 出 双 Sine - Gordon 方程 的 精确 行 波 解 , 这 里 略 . 


1.11 Ito 型 五 阶 MKdV 方程 的 精确 解 


考虑 Ito 型 五 阶 MKdV 方 程 !P1 
и, + (6u° - 10u’u,. - 10uu? + и...), = 0 (2.1.114) 
作 行 波 変換 ,x(z,) 2u(£) ,£ 2x +ct, 并 将 方程 (2. 1. 114) 积分 一 次 得 
cu + би” - 10u2u” - 10u(u')? +u +e, =0 (2. 1. 115) 
其 中 ,co 为 积分 常数 . 按照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方程 
и" = F(u) =a, + au + au + aw (2.1.116) 
积分 式 (2. I. 116 ) 一 次 得 
(а)? = Tot * Зай! * au +2a,u + d (2. 1. 117) 


其 中 , 为 积分 常数 . 将 方程 (2. 1.116) ,方程 (2. I. 117) 以 及 由 它们 导出 的 w 代 人 方 程 (2. 1. 
115) ,得 到 一 个 关于 w 的 方程 


rsu + ru! Tu + hu trut =0 (2.1.118) 


其 中 ,rs -ба? -15a +6, r, газа, こう っ г, гра! +10a,a, - 20а;, г, =5a,a, з 15a,a) - Зда), 


3 
r, =6a,as +6a,d * a; +c- 10d,m =2a,d + a,a, + co. 


为 确定 3 ,05,,0, , a0 ,d 的 值 , 令 Fi z0,i =0,… ;5 ;得 到 一 个 非 线 性 代数 方程 组 , 解 之 得 


a, =2 
a =0 
2 
d= ー テ а: (2. 1. 119) 
a, 和 a, 为 任意 实数 
co = 2c * 2a, - aa, 
或 者 
T: 
^, = PURO (2. 1. 120) 
с 
E 


为 求 方程 (2. 1.115) 的 解 ， 只 需求 在 条 件 (2. 1. 119) EX (2. 1. 120) 下 方程 (2. 1. 117) 的 解 . 
例如 ,在 条 件 (2. I. 119) 下 方程 (2. 1. 117) 变 为 
+a; 


2 


(u')? = Tu „ De, (2. 1. 121) 


其 中 ,ao 和 a, 为 任意 实数 . 将 式 (2. 1. 121) 写成 积分 形式 
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du 
(E -&) = — — (2. 1. 122) 
u +2a,u «Чай -c - 41 
根据 四 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 易 写 出 方程 (2. I. 122) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 得 到 ho 
型 五 阶 MKdV 方程 (2. I. 114) 的 精确 行 波 解 ,这 里 略 . 


1.12 AÉfRdEZETE Schrodinger 方程 的 精确 解 


H ECREGE AEZ ME Schitódinger 方程 19] 


_ iw, + aw. bw... + 0 % %% = 0 (2. 1. 123 ) 
首先 我 们 作 变换 ,w(*,t) =u(£)exp[i(ke = t)], £ =kix ot, 将 方程 (2 1. 123) 变 为 
(i + 2ak,k + 4bk k’ )u' - Abk)ku" = 0 (2. 1. 124) 


bitu? — (aki 4 Gbkik )u" - (w — ak’ - bk*)u - cu“ = 0 (2. 1. 125) 
为 使 方程 (2. 1. 124) 和 方程 (2. 1.125) 一 致 , 令 方 程 (2.1.124) 的 系数 全 为 零 , 有 
{ абы (2. 1. 126) 
w = 0 
为 求 方程 (2. 1. 123) 的 精确 行 波 解 ,下 面 只 需 在 条 件 (2. 1.126) 下 求解 方程 (2. 1. 125), K 
照 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试探 方程 


u" = F(u) = a +a,u Y а" (2.1.127) 

将 方程 (2. 1. 127) 积分 一 次 可 得 到 
(шт)? = — au + Rau *2ayu + d (2. 1. 128) 

并 且 由 式 (2. 1.127) , K (2. 1. 128) R18. 
u = F'(u)(u')? + F'(u)u" (2. 1. 129) 


将 式 (2.1. 127), K (2. 1. 129) А (2. 1. 125) ,并 利用 平衡 原则 可 知 m =n I. 此 时 方程 
(2. 1. 128) 即 为 


(u“)? = E a u“ ++ ваш + 240 + d (2. 1. 130) 


并 且 可 得 到 一 个 关于 w 的 多項式 са). & G(w) 的 所 有 系数 为 零 , 可 得 一 介 u 的 非 线性 代数 
方程 组 . 求解 这 个 方程 组 , 则 可 确定 d, ar, 4, 1, d 的 值 , 下 面 就 求 这 些 值 . 
当 ヵ =1 时 , 将 式 (2. 1.127) , 式 (2. 1. 129) 代 入 式 (2. 1. 125) 得 
G(u) = rji) «ri «rur, = 0 (2. 1. 131) 


其 中 必 = Здаў ~ 0,7, s Sbkto,a, - alla, r, "BRI аіра-- o, г заа 


аа, - aki ag. 
为 确定 ao, a1, „4% , % 的 值 ， А г, =0,i:=0,---,3, 得 到 一 个 代数 方程 组 ， 解 之 得 
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3c 
104: 


ай 
5bk? 
_ œ + akja, - bkiai 
6bk;a; 


(2. 1. 132) 


(2. 1. 133) 


dy = 
d = 2 + aaki - Маі 
6bkia, 


34 пЗ BF, 用 同样 的 方法 可 以 求 得 


аза, =" =a, за = の =0 


x 
m+1 一 4 
(n * 1) (3n +2) bk; (2. 1. 134) 


а 三 


— — 
bk? (n? + 2n +2) 
a! (n? & 2n +1) TU“ «2n +2)? = 0 
为 求 方程 (2.1.125) , 下 面 分 别 在 条 件 (2. 1. 132), (2. 1. 133), (2. 1. 134) К, 求解 方程 
(2. 1. 130). 


当 n=1 时 , 方程 (2.1.130) 变 成 
(w)? = Зай! вац +2au+d — (2. 1. 135) 
这 里 ,a, ,ai,ao,d 满足 条 件 (2. 1. 132)， 根 据 三 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 容易 求 得 方程 (2. 1. 
135) 的 所 有 解 的 分 类 ， 从 而 求 得 方程 (2 1. 123) 相应 参数 条 件 下 的 精确 行 波 解 为 


1 1 
«Gen e) "[ts- pann [3 Va В( 3; Ca - 60 ] e) 


exp( - iot) (a > В) 


w,(z,t) = 4 (2/5) 1 {ca- - B) coth? + асва JS) a= -= 


exp(-iwt) (a > B) 


а (2n) ig- a) tar? |+ аса е), (s - &) ] + a] 
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exp( - iot) (а < B) 
2 
w,(z,t) = [3 5.) "head +elx exp( - iot) 
ws(z,t) (ls) "lus (&- a) sn (= %) 
.f, %%) (kx - Eo), d 


гу 3 ў 
we(z,t) = 4 E (8G, [Sy asco]. x exp( - iot) 


(kx Fo) m) Jexp( - iot) 


其 中 ,到 ュー 
To 2/d разд, N +pa + q 
w,(z, t) = + [ (3/8) 下 ZI Фра + q)* tay d &) m) і й і 
x exp( ict) 


ar? 
a 
当 n=2 时 ,方程 (2. 1. 130) 変成 
(w)? = Tau +a + d (2. 1. 136) 
其 中 ;d3 а; d 満足 条件 (2. 1. 133). 为 求解 方程 (2. 1. 136) > 


u =+ /(2a,) うる 


b, = 4a,(2a,) Ў 


(2. 1. 137) 
b, = 4d(2a,) + 
る = (2a) E 
则 方程 (2. 1. 136) 変成 
(Pa)? = e( の + bo + by) (2. 1. 138) 
将 式 (2.1. 138) 相 应 地 写成 如 下 积分 形式 
*(& - Eo) = EE m € (2. 1. 139) 


Velp + bp +b) 
令 A= b! 45% K (2. I. 139) 右 边 的 二 阶 多 项 式 F() =p bie +b; 的 完全 判别 系统 ， 
根据 二 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 , 方程 (2. 1. 139) 的 所 有 和 解 的 分 类 容易 求 得 ,从 而 求 得 n=2 
时 带 有 大 律 非 线性 项 的 Schrodinger WU ye 


w,(z,t) = + | аў tanh[ 2 |- £ Qs - go) | x exp ~ іш) 
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w,(z,t) = + CI «Ма dl. |- Zi (he- &) | x exp ~ ion) 
103 (2, t) =+ [ (- P) wa seal -向 (hz - go) | wp(- іш) 


i x 


w,(z,t) = + 555 x exp (- iwt) 


(er) (hz -名 ) 


e es (- s [BY oir [Crue - eo] x mt ion 
us(z,t) = + ( EX (сой? жаве cooler] ] x exp( ~ ior) 
e es [- 5 EE) ore Сва - eo] +2] emt ian 
we り =+ (2 | айн fz) "(hee -b. o] xp(- ey) 
y -pen (A= fe) (hz ~ &) m) 


ES 
10 (2, ) = + [ (2, ы 
ac) š E227) (k, - £) a) 


| exp( - ict) 


其 中 ,用 = ピー 
у-а 
bin 2* Jad 
‘wo (zt) =+ (2 Се) | 一 一 一- T |x exp( - iot) 
aa) 1 + on(( j'ai - 60. ( 5) 
ge 6bki 
2 bn: ak, 
其 中 ,mm = 2 Te 
6b 
当 n>3 时 ,方程 (2. I. 130) 变 成 r 
сага — a, us — , (2. 1. 140) 


其 中 ， Qn+1yQ1 满足 条 件 (2. 1. 134). 

为 求解 方程 (2. 1.140) , 可 利用 n+2 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 ， 将 多 项 式 方程 的 根 进 行 
分 类 ,从 而 求 出 方程 (2. 1. 140) 的 解 . 但 是 , 对 于 高 于 六 阶 的 多 项 式 , 其 完全 判别 系统 以 及 相 
应 的 参数 条 件 非 常 复杂 . 为 简略 起 见 , 这 里 只 取 n=3 É n =4 作为 例子 来 说 明 这 个 求解 方法 . 

例如 n=3 BF, 方程 (2. 1. 140) 变 为 


(u“)? = FE tau. (2. 1. 141) 
根据 条 件 (2. 1. 134) 可知 
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irga eu 
I 44bk] 


a (2. 1. 142) 
a, = I 
16a” + 17:06 = 0 
将 式 (2. 1. 141) 可 写成 如 下 形式 
| | S Б) (2.1.143) 
í Ja ваш 


那么 积分 式 (2. I. 143) 的 所 有 可 能 的 解 如 下 所 示 ， 
| -4 
若 a, =0 H а, >0, 则 u, =| + 105 (£-&)] `; dia, #0, 为 求解 方程 (2. 1. 143) , 令 


* 


$= (Fa) а (2. 1. 144) 
则 方程 (2. 1. 143) 可 写成 
=+ (F f) (2. 1. 145) 
a, 
Мф» -ai 二 时 ,方程 (2.1. 145) 的 解放 
0 + s,cotü 
* (£ - &) „ FONE See SY _ stan : i 
2(sitang - Ii) = diet 
sin 20 


tan + l, 
one - 2.1.146 
[二 V1 - Вэр + F(o,k) (. K)] ( ) 


其 中 k=sin E, Ii at s = Ва, Fe 有 = A Ke = [VI e d, 
再 由 式 (2.1. 144), X( 2. I. 142) 等 可 写 出 在 n=3 时 方程 (2. 1. 123) 的 精确 行 波 解 , 这 里 路 
例如 n=4 人 时, 方程 (1.2.130) 变 为 


(u“)? = quai + au? (2. 1. 147) 
根据 条 件 (2. 1. 134) Hf 
E 3c 
35b 
à (2. 1. 148) 
4 = 26b 
25a! + 26*o5 = 0 
4+ 1 =ç (2. 1. 149) 
并 将 方程 (2. I. 147) 写成 如 下 形式 
— St (2. 1. 150) 
Pa| a9 +a 


55 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


则 式 (2. 1. 150) 的 解 如 下 . 
# а, =0,a, >0, 则 


p =+ 上 一 -一 一 一 (2. 1.151) 


ж a, >0,a, >0, 则 


1 
1 ' 349 +a, 一 Ja, 
Іа (2. 1. 152) 


2 fa, За та 十 Var 


+2(€-&) = 


# a, >0,a, 40, Mi 


E 

1 да 一 319 + a, 

+2(&-&) = a (2. 1. 153) 
* |a + [+a 9 +a, 


二 


若 а, <0,a, >0, 则 


+2(£ - £) = (2. 1. 154) 


由 以 上 可 知 , 式 (2. 1. 151) ~ xx (2. 1. 154) 为 式 (2. 1. 147) 的 所 有 解 的 分 类 ， 再 根据 式 
(2. 1. 149) , 式 (2.1.148 ) 可以 号 出 方 程 (2. 1. 123) 在 x =4 时 的 精确 行 波 解 ,这 里 略 . 


а; 


1 ( 1 
arccos | -一 
i Ф 
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第 2 章 秩 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 
试探 方程 法 及 其 应 用 


秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 可 以 求 出 很 多 秩 齐 次 微分 方程 的 精确 解 ,但 对 于 某 些 特 
殊 的 秩 齐 次 微分 方程 却 不 适用 ,例如 标准 Kawahara 方程 ,所 以 需要 对 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试 
探 方程 法 作 改 造 ,改造 后 的 试探 方程 法 我 们 称 之 为 秩 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 法 ,本 
W EN RA 


2.1 NN RH NEA MANN RED EROR 
第 一 步 : 对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 


N(u,u,,u,,u, …) = 0 (2.2.1) 
作 行 波 変換 ,x(*,) =u(£),£ =kx Tt, 将 方程 (2.2. 1) 约 化 为 
M(u, u“, u“, ) 20 (2. 2. 2) 
第 二 步 : 取 试探 方程 
u = a + aw + aw? + + at (2.2.3) 
及 
w" = by + byw + bw! T. + bw” (2. 2. 4) 


其 中 ,系数 为 待定 常数 . (2. 2. 3), K (2. 2. 4) f & HH u“, u“ EIN u“, u“ 等 其 他 导数 项 ， 将 
这 些 项 代入 式 (2. 2.2) 中 ,得 到 一 个 w 的 多 项 式 ,CG(w) =riw' +… +riw tro. 根据 平衡 原则 能 
确定 m X s 的 关系 ,从 而 确定 他 们 的 具体 值 . 
第 三 步 : 令 G(w) 的 各 项 系数 都 为 零 ,得 到 一 个 非 线 性 代数 方程 组 
r. 0 (i=0,..,k) (2. 2. 5) 
解 代数 方程 组 (2. 2. 5) 可 确定 ao. ,a, 及 bo, , ö, 的 值 . 
第 四 步 :将 式 (2. 2. 4) 化 成 初等 积分 形式 


(E b) = f w 


(2.2.6) 
2b, し よう | 


m+1 
利用 m + 1 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 法 可 以 求 出 方程 (2. 2. 6) 的 所 有 解 的 分 类 ,再 由 式 
(2.2.3) 可 和解 出 方 程 (2.2.1) 的 精确 行 波 解 . 


2.2 标准 Kawahara 方程 的 精确 解 


d *2byw 4 bi キー + 


考虑 标准 Kawahara THL 
u, + Gun, + Uw u = 0 (2.2.7) 
作 行 波 变换 ,2(x,t) =u(£), £ =ke+@t, 将 方程 (2. 2.7) 约 化 为 
wu’ + 6kuu' + ku” - Ku, = 0 (2. 2. 8) 
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再 将 式 (2. 2.8) 积分 一 次 得 


wu + 3ku? + Ku" - Pu? + e, 20 (2.2.9) 
其 中 ,co 是 任意 常数 . 
如 果 还 按照 秩 齐 次 多 项 式 试探 方程 法 那样 , 取 试 探 方程 
u“ = F(u) = ao T an + +a,u" (2. 2. 10) 
由 式 (2. 2. 10) 可 导出 
= F'(u)(u')? + F'(u)u" (2.2.11) 


将 式 (2. 2. 10) , 式 (2. 2. 11) 代 入 方程 (2. 2. 9) ,u 的 导数 项 的 最 高 阶 数 为 2m - 1, Пі u 的 
多 项 式 的 最 高 阶 数 为 2, 故 没有 正 整数 m 使 2m -1=2, 所 以 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 


不 再 适用 了 . 
按照 秩 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 法 , 取 试 探 方 程 

u = F(w) = a +a,w+a,w + фаш" (2.2. 12) 
t” = by + bw + bw? +e + баш" (2. 2. 13) 

则 由 式 (2. 2. 12) , 式 (2.2. 13) 可 导出 以 下 各 项 
(w')* 209% + byw? + + 2 peu" +d (2.2.14) 
u' = F'(w)w' (2.2.15) 
u" = F'(w)(w')? + F’(w)w" (2.2. 16) 


以 及 u" ,u . Af u, u, u. K u( RAK (2. 2.9) ,并 根据 平衡 原则 可 得 s 22m -2. HK m = 
2, 则 s =2; 取 m=3, 则 s=4, 等 等 。 这 里 我 们 取 N =2, 史 =2. 那么 式 (2.2.12) , K (2. 2. 13) 
分 别 变 为 


u = a+ a, + а” (2. 2. 17) 


(w') = C(w) = 200% + ba + Shy’ +d (2. 2. 18) 


且 由 式 (2.2. 17) , 式 (2.2.18) 可 导出 uO 等 . H uw eu NX (2. 2. 9) n fg X 
w 的 方程 

rw! + rw! tnw +rw+r = 0 
其 中 


,= 3ka? - Da 


0 0b * Ak ^a 

г, = wa, + 6kaoa, + 3ka? + AT dzb + a,b, - 56k a, bob: 16 451 - 5k°a,b,b, 
r, = wa, + 6ka,a, + 6 a,b, + a,b, - 30k*a,bob, — 20K a, b,d - GR a,b b, — баі” 
ry = wa, + 3ka; + 2E a,d + Fa,b, - 6K a,b? - 8k'a,b,d - 2K bad - kPa b b, + c, 
解 方程 组 r 20, i=0,…,4, 可 得 一 组 解 为 


г, = 6ka,a, + 8 — 


3 n 910K b. - 70 
b, = >b 为 任意 实数 , a, = DE a = 一 
» = ee JP? _- 1 532F° E. ба, 30K ab - 3&^a,b, 
К 966 だ BSR 
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_ 16křa,bi + 5k°a,b,b, - wa, ~ 3ka; - 4k'a,b, - k'ab, 


A бка, 
Р = 14Po + Bka, «Эра С + Ва, - 25 cas C) (4mb, + bya) ~ k'ab, 
5 175k 
Q = (ба kA + wa, + k'a,b, - Karibi) (2K a, - 8 だ ag。5」- 2k b,a,) du 
" 18 480K 
зя 56k a, b,b, + 16K 4761 十 S5k'a,b,b, の > А Зра, Ca 4* a,b, — Га, b, 
mae бка, 
а E wa, + 6ka,a, * 6k a,b, 十 k'ab, T 30k d bob, - 6 a, bob, рава k'ab? 
20k'a,b, 


于 是 , 剩 下 的 问题 就 是 首先 求解 方程 (2. 2. 18). 根据 三 阶 多 项 式 完全 判别 法 ， 容 易 求 得 
方程 (2. 2. 18) 的 所 有 解 的 分 类 ,然后 利用 方程 (2. 2. 17), 可 以 写 出 标准 Kawahara 方 程 的 精 
确 行 波 解 了 , 这 里 略 . 

这 一 节 介绍 的 方法 具有 普遍 性 ,适用 于 求解 与 上 面 数 学 物理 方程 类 似 的 秩 齐 次 非 线性 数 
学 物理 方程 . 
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第 3 章 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 及 其 应 用 


利用 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 及 秩 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 法 可 以 求 出 很 
多 秩 齐 次 微分 方程 的 解 , 但 对 于 秩 非 齐 次 微分 方程 一 般 不 适用 ,为 寻求 更 多 的 非 线 性 数学 物理 
方程 的 精确 解 , 还 需要 新 的 试探 方程 法 . 下面 介绍 一 种 适用 于 秩 非 齐 次 方程 的 求解 方法 ,这 里 
称 之 为 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 .本 章 给 出 它 的 主要 步骤 和 应 用 | 


3.1 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 的 主要 步 又 
第 一 步 :对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 


N(u, u, u,, u.) = 0 I (2.3.1) 
作 行 波 变 换 ,u(%x,t) =u(£),£€ =ke+ot, 将 方程 (2.3. 1) 约 化 为 
M(u, u“, u“) =0 (2. 3. 2) 
第 二 步 : 取 试探 方程 
u' = F(u) = Хам (2. 3. 3) 
其 中 ,系数 为 常数 ， 由 式 (2. 3. 3) ff SH 
u" = F'(u)F(u) (2. 3. 4) 
u” = F"(u)F (u) + [F'(u)]?F(u) (2.3.5) 
AR u 等 其 他 导数 项 . 将 这 些 项 代入 式 (2.3.2) 中 ,得 到 一 个 ! 的 多項式 Clu) 
G(u) = rut + пш + Tr (2. 3.6) 


根据 平衡 原则 能 确定 т 的 値 . 
第 三 步 : 令 Cu) 的 系数 都 是 零 , 得 到 一 个 代数 方程 组 
r. 20 (i = 0. „*) (2. 3. 7) 
解 方程 组 (2. 3.7) ， 可 确定 a. ,a 的 值 . 
第 四 步 :将 式 (2. 3.3) 化 成 初等 积分 形式 


£-& = [sco - (2.3.8) 
容易 求 出 方程 (2. 3. 8) 的 所 有 解 的 分 类 ,从 而 写 出 方程 (2 3. 1) 相 应 的 精确 行 波 解 . 


注 :事实 上 ， 利用 秩 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 能 求解 的 方 杀 ， 也 可 以 用 秩 非 齐 次 方 
程 的 多 项 式 试探 方程 法 求解 , 但 使 用 起 来 不 如 前 者 快捷 、 ` 


3.2 广义 Fisher 方程 的 精确 解 


考虑 广义 Fisher 7i 2?! 


u —u, = pu(1-w)(q-*w) (2.3.9) 
其 中 ,p,q,r ABR 
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PEAT RAE u(x,t) 2u(£) £ = hx ft, 将 其 代 人 式 (2.3.9) 并 积分 一 次 得 


wu’ - Ku" = pqu + p(1 - qu“ - py?! (2.3.10) 
按照 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试 探 方程 法 , 取 试探 方程 
u' = F(u) = Ў аш (2.3. 11) 


则 由 方程 (2. 3. 11) 可 导出 
。 wu" = F'(u)F(u) (2. 3. 12) 
将 式 (2.3. 11) , 式 (2. ] 12) 代 入 式 (2. 3. 10) ,并 利用 平衡 原则 得 m =r+1, 再 由 第 三 步 求 


得 % (I 1 e on- 0,2 r, H 


[C 0 El -s-o (2. 3. 13) 
在 条 件 (2. 3. 13) 下 试探 方程 (2. 3. 11) 变 为 
u = u(a,,u + 41) (2.3.14) 


将 式 (2. 3. 14) 写成 积分 形式 
£76 = [raq ー a) 
解 方程 (2. 3. 15 ) 得 到 广义 Fisher 方程 的 精确 行 波 解 


m = {-5 (нега (аа O Na, (- 1)' > 0) 
Wm iuc 


(2.3. 15) 


(erde -&)]] (a, O N a,,(- 1) < 0) 
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第 4 章 秩 非 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 
试探 方程 法 及 其 应 用 


尽管 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 可 以 求 得 许多 秩 非 齐 次 方程 的 解 ,但 对 某 些 秩 非 
齐 次 方程 还 不 适用 ,如 微分 方程 是 如 下 形式 
I u" фаш” = Au” + Bu + C (2.4.1) 


按照 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 ,将 试探 方程 = F(u) = 8 au lu" = F. (u) F(u) 
代入 式 (2.4.1) 后 得 . 

[F'(u) +a]F(u) = Au” + Bu + C (2.4.2) 
易 知 式 (2. 4.2) 左 边 的 阶 数 为 2m - 1 ,而 右边 的 阶 数 为 2n NAH AE ABR m,n 使 2m -1 =2n, 
故 秩 非 齐 次 方程 的 多 项 式 试探 方程 法 不 再 适用 , 必须 给 出 能 够 求解 这 类 方程 的 新 的 试探 方程 
法 , 我 们 称 之 为 秩 非 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 法 ， 本 章 给 出 它 的 主要 步骤 及 应 用 . 


4.1 秩 非 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 法 的 主要 步 又 
第 一 步 :对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 


N(u, u, u „u. ) 0 (2. 4. 3) 
作 行 波 変換 ,x(z,) -u(£) ,£ o kx * ot, 将 方程 (2.4.3) 约 化 为 
M(u, u“, u“, .) 20 (2. 4. 4) 
第 二 步 : 取 试探 方程 
u = R(g) = Уда (2.4.5) 
及 
の = F(p) = 2, の の (2.4.6) 
其 中 ,系数 为 常数 HK (2. 4. 5), A (2. 4. 6) H . 
u' = R'(g)F(g) - (2.4.7) 
u" = R'(g)F'(g) RO FC Fe (2.4.8) 
以 及 u", uO ^ fib FBTR. 将 这 些 项 代 人 式 (2.4.4) 中 ,得 到 一 个 gr 的 多 项 式 CCp) 
С(д) = rue" Б trot ró (2.4.9) 


根据 平衡 原则 能 确定 m 与 :的 关系 ,从 而 确定 m 5j s 的 具体 值 . 
第 三 步 : 令 C(p) 的 系数 都 是 零 ,得 到 一 个 代数 方程 组 
r, 20 (і 5 0, %, K) (2. 4. 10) 
解 方程 组 (2.4. 10) ,可 确定 ao , 及 do. d, 的 值 . 
第 四 步 :将 式 (2.4. 6) 化 成 初等 积分 形式 


£-& = [go (2.4. 11) 
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根据 т 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 易 求 出 方程 (2. 4. 11) 的 所 有 解 的 分 类 ,再 由 式 (2. 4. 5) 
可 写 出 方程 (2. 4.3) 相 应 的 精确 行 波 解 . 


4.2 非 线 性 电报 方程 的 精确 解 


考虑 非 线性 电报 方程 


k, u, +u, + wu + Bu? = 0 (2.4.12) 
PEAT RAR u(x,t) =u(g),£ = kx +wt, 将 方程 (2.4. 12) 约 化 成 
u" + au! = Aw + Bu (2.4.13) 
3 
其 中 ， aA га" Вар“ ut 


————————— 4. 5) ,方程 (2. 4. 6) ,并 将 式 
(2.4.5) , 式 (2.4.7), 式 (2.4.8) 代 人 方程 (2. 4. 13 ) ,根据 平衡 原则 可 得 * =m - 1. 这 里 我 们 
Ж т =2,s=1 作为 例子 来 计算 . 此 时 , 不 失 一 般 性 ,可取 试探 方程 为 


u = di +d (2.4.14) 
の = の の + a, (2.4. 15) 
由 第 二 步 及 第 三 步 可 得 关于 o 的 代数 方程 组 
2d,a, -4d = 0 


adia - 3Ad,d,? = 0 
2diaa - ЗАба, - Bd, = 0 
ad,a, - Ad, - Bd, = 0 
解 之 得 


3 /2A (2.4.16) 


其 中 ,a, 是 任意 不 为 零 的 实数 . 
在 满足 (2. 4. 16) 的 条 件 下 , 求解 方程 (2. 4. 15), 再 将 求 得 的 p 代 人 式 (2.4. 14), HHN 
得 非 线 性 电报 方程 的 精确 行 波 解 , 有 三 种 情形 : 


当 a, =0 时 

当 aao < 0 时 Í 
" = Zn Tma CE - 6] 4 
L = Een yaa E - 61 ка, 
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非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


当 gg。 >0 时 


diao 
tan аза, (£ -&)] +d 


a 


第 5 章 ”有理 试探 方程 法 及 其 应 用 


前 面 介绍 了 四 种 多 项 式 试探 方程 法 , 可 以 求 出 大 量 的 非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 , 包 
括 许多 新 解 . 本 章 介 绍 一 种 适用 于 更 多 方程 的 、 更 一 般 的 试探 方程 法 , 称 之 为 有 理 试探 方 
程 法 . ; | 
5.1 有 理 试探 方程 法 的 主要 步 又 


第 一 步 : 对 于 所 考虑 的 非 线 性 方程 


N(u, u, u, ) =0 (2. 5. 1) 
作 行 波 变 换 ,u(x ,i) -u(£) „S = kx ва, 将 方程 (2. 5. 1) 约 化 为 

M(u, u“, u“) = 0 (2. 5.2) 

第 二 歩 : 作 変換 

_ Go tap tcn + a.p" 

Aere (2.5.3) 
和 ` f 

„ SFG t top (2.5.4) 


d, + dio + d, 
其 中 ,aa ,bo r5, , co, . c, do, d, 是 待定 常数 . 
第 三 步 :利用 方程 (2. 5.3) ,方程 (2. 5.4) 可 取 导 出 w',w" 以 及 其 他 导数 项 ， 将 方程 (2. 5. 
3) ,方程 (2. 5.4) 及 w',w" 等 代入 方程 (2. 5.2) ,得 到 关于 р 的 表达 式 
F(g) . 
0000 =0 (2.5.5) 
这 里 F( 9) 和 C(e) 都 是 e 的 多 项 式 . 根据 平衡 原则 , 我 们 可 以 得 到 m - n Яі r - s 的 关 
系 , 从 而 确定 m. n, r. s 的 具体 值 . 令 多 项 式 R(p) 的 所 有 系数 为 零 , 得 到 一 个 代数 方程 组 ， 解 
该 方程 组 , 可 确定 ao 4, , 60, ,, co, , c, do, , d, 的 值 . 
第 四 步 : 解 一 阶 常 微分 方程 (2. 5. 4), 可 求 得 e, 再 利用 式 (2. 5.3) 可 写 出 方程 (2. 5. 1) 的 
精确 行 波 解 . 


5.2 2+1 4 KdV - Burgers 方程 的 精确 解 


考虑 2+1 K KdV - Burgers TH 


(u, + uu, + au,, - Bu,,), + yu, = 0 (2.5.6) 
作 行 波 変換 , 2 u(£) ,£ = kx + ly + wt, FEA PSU , E (2. 5. 6) 变 为 
1 w Êy 
voi T 六 + 5 š FJ" +D,£ + D (2.5.7) 


其 中 ,Di ,D 是 任意 常数 . 
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非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


$D, =0, A= - B= T Cube 则 方程 (2. 5.7) 变 为 
u" + Au’ = Bi? + Cu + D (2.5.8) 
再 根据 有 理 试探 方程 法 的 第 二 步 ,第 三 步 ,将 方程 (2. S. 3) ,方程 (2. S. 4) 及 ',u" 代 和信 方 
程 (2.5.8) , 并 根据 平衡 原则 可 得 m - n 32(r-s -1). 由 此 我 们 可 以 确定 m,n,r,s 的 具体 值 . 
下 面 我 们 取 m=4,n =2,r =2,s =0. 那么 ,不 失 一 般 性 ,可 取 
гае ЬЬ (2. 5.9) 
Ф の 
和 
g = bo 7 (2.5.10) 
利用 式 (2. 5. 9) , 式 (2.5. 10) RT SE u“, u“, 将 这 些 项 都 代 人 方程 (2. 5. 8), 最 后 可 得 到 e 
的 多項式 , 令 多 项 式 的 所 有 系数 为 零 , 得 到 一 个 代数 方程 组 
ба, - Ba,” = 0 
а; + Аа, - Ba,a, = 0 
8a,b, + Aa, - Ba; - 2Ba,a, - Ca, = 0 
2a,b, + 2Aa,b, - 2Ba,a, - 2Ba,b, - Ca, = 0 
2a,b, + 2b, + Aa,b, ~ Ab, - Ваў - 2Ba,b, - 2Ba,b, - Ca, - D = 0 
2b,b, - 2Ab, - 2Bb,a, - 2Ba,b, - Cb, = 0 
8b,b, - Ab,b, - Bb? - 2Ba,b, - Cb, = 0 
bib - Ab,b, - Bb,b, = 0 
6b,b, - Bb = 0 


_ 6 6A 34 С, _ 32A 3A? _ だ z 
EZI a, - 4 = sg 1005 -28'b “80 000B' = "rop: = -400 于 是 有 9= 


-apanh 206 . Ф“ -co 205 -&). 其 中 ,& 是 任意 常数 ， 于 是 2 +1 H KdV - Burgers 
方程 的 精确 行 波 解 为 

u, = A. T- "E + З ап] - са + ly + ot -&)]- 
10 ank? - 20ka B (kx + ly + ot 一 &)]* KB oth] = 2016 (U + ly + ot — &)]- 


100a 
388 oo - 2010 en + ly + ot - &)] 


а 
-4 E PY o + HE coth| - L- (he + ly + wt - &)]- 
348 oth’ | - 5 В (па + ly + ot ~ &)] Bu- zs + ly + wt - &)] - 


348 anh? - zB Un + ly + ot 一 &)] 
我 们 也 可 取 т =2,n = ッ 7=2,s =0, 此 时 2+1 维 KdV - Burgers 方程 的 精确 行 波 解 为 
38. PE - o + c- эВ (ы + y + ot - &)] - 


50a 
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MB. пі? | -Ei *ly * ot - &)] 


AME Py . ¿3 й 
4 "30g Ë - cotnl - SB (ы + h wt - &)] 


38 co [ ц sf (ke + ly + ot — £) | 

WR, М m=2,n=0,r=2,s =0 时 也 可 以 用 第 4 章 秩 非 齐 次 方程 的 改进 多 项 式 试探 方程 
法 来 求解 ,求解 过 程 会 更 快捷 一 些 . 显然 有 理 试探 方程 法 是 第 4 章 秩 非 齐 次 方程 的 改进 多 项 
式 试 探 方程 法 的 进一步 推广 . 
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第 6 章 无 理 试探 方程 法 及 其 应 用 


为 求 得 更 多 方程 的 解 , 本 章 将 有 理 试探 方程 法 做 进一步 推广 ,给 出 无 理 试 探 方程 法 "” 及 
其 应 用 . 


6.1 无 理 试 探 方程 法 的 主要 步 又 


第 一 步 :对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 


N(u, u, u, „u. ) = 0 (2. 6. 1) 
作 行 波 变换 ,u(x,t) 2u(£) £9 kx & t, 将 方程 (2. 6. 1) 约 化 为 
M(u, u“, u“, .) = 0 (2. 6. 2) 


第 二 步 : 取 试探 方程 


= S aa! 十 (Sba) P (2.6.3) 


其 中 ,系数 ao ran ,bo… ,bi co. ,Ch 均 为 常数 ， 由 式 (2.6.3) 可 导出 
- (Xo) (Я) + (ўве) (Xaa) (Be) 
1. ba) (Siea) +L (Sou!) (Xo) (Siew) (Xon) * + 
[( Sia") (Ува) з (Su-) (У ые) (Sau (2.6.4) 
以 及 xz" 等 其 他 导数 项 .将 这 些 项 代 人 式 (2.6.2) 中 ,得 到 以 下 的 表达 式 


G(u) + H(u) | (Z cai) =0 
这 里 G(w) ,H(w) 都 是 uw 的 多 项 式 . 根据 平衡 原则 能 确定 k kk, 的 关系 以 及 它们 的 值 . 
第 三歩 : 取 具体 的 ka. K, 的 值 , FS C(z) ,H(w) 的 所 有 系数 为 零 , 得 到 一 个 非 线性 代 
数 方程 组 ， 解 这 个 方程 组 ， 从 而 确定 ao, „4% bo b, (0057770, 的 値 . 
第 四 步 : 解 方程 (2. 6. 3) 得 到 方 程 (2. 6. 2) 的 解 ， 从 而 写 出 方程 (2. 6. 1) 相应 的 精确 行 
波 解 . : 


6.2 RLW - Burgers 方程 的 精确 解 


考虑 RLW - Burgers FH -221 


u, +u, + l2uu, - au. Bus = 0 (2.6.5) 
经 过 行 波 变换 ,u(x,z) <ul) ,£ tot, 并 积分 一次 ,方程 (2.6.5) 变 为 
u" + Au! = Bu? + Cu + D (2.6.6) 
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“ы 


其 中 ,D 是 任意 常数 , 且 4=zg， 5-165 


并 利用 平衡 原则 得 到 2k, +k, -1=2 以 及 í «2. 于 是 我 们 取 k, =k, =k, =1 Rk, =0,k, = 
k, = 1. 
当 =k, =k, =1 时 ,方程 (2.6.3) 变 成 
u' = au +a + (biu+b) feu + co (2.6.7) 
其 中 ， 40,41 „bosb 1ycCoyCl 是 待定 参数 . 由 方程 (2. 6. 7) 可 得 


c, (bu +b) 
u“ = |a, +b, Hein +e А |[au * ay + (bju +b) Jou +c] (2.6.8) 
[a 1 1 0 ird a, ас 0 1 0 


将 方程 (2. 6. 7) ,方程 (2. 6. 8) SAX (2. 6.6)18 Glu) +H(u) cu +e, =0, 其 中 
G(u) = (Abic, + Žaba u° + [(4 +2a,)bico + Abe, + Salbe, + Зас] 


(А + af) boc, + aobico + dub, 


H(u) = (Зь; €, - B)u° + (2b,c b, + Бус + aj) + aA - C)u + bboco + 


le + ага, + a,A - D 
为 确定 参数 Go „411 ,bo ,b, Co Ci > G(u) z0,H(u) 三 0 , 则 得 到 一 个 代数 方程 组 
2 te, =B=0 
2b,c,b, + bic, +a, +a,A-C = 0 


biboco + io + an +a,A-D =0 


Abe, + Žabe, =0 
3 3 
(А + 2g」) bico + Ab;c, + うな on 十 Taobier = 0 


(A + a1) boy +aobico + d p = 0 


2 
解 之 得 

* ..1244 AC 64 
9" 5B SB 250B 
a 2-24 
EE 
b, 2-2 

C 64 
-_ C A. 2.6.9 
bo B 25B ( ) 
a 2 
! 6 
1 
co l * 15 * 100 
A=+10 
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非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


于 是 在 条 件 (2. 6. 9) F , 解 方程 (2. 6.7) 可 得 RLW - Burgers 方程 的 精确 行 波 解 


u E пы ба Un dl — | (2.6. 10) 


0 [1 = exp( +2( 10% -&))] DEB 6ka 
Яр Шыны og ан?) . (2611) 
| [1 F exp(#2(ke - ; 10% - JJ] 12 だ 8 6ka 


其 中 ,k,&。 是 任意 实数 . 
当 =0,k, =k, =1 时 ,方程 RLW - Burgers 方程 的 精确 行 波 解 是 方程 (2. 6. 10) ,方程 
(2. 6. 11) 的 特殊 情况 , 这 里 略 . 


6.3 $E Sine - Gordon 方程 的 精确 解 


考虑 耗 散 Sine - Gordon H 0 


cu, - u, - yu, = o,sinu + a,sin(2u) (2.6.12) 
经 过 行 波 变换 ,z(x,t) 2u(£) £o kx Фан, 方程 (2. 6. 12) 变 为 
(СІ? - o')u"- you' = asinu + ossin(2x) (2. 6. 13) 


作 变 换 ,v = sinu , WA 


u = arcsinv,sin2u = 2v y1 - v! 


FFC 
A1 -v A-r (1-2) 
将 上 面 表达 式 代 人 方程 (2. 6. 13)8 
Et rer RE XM = av + 20 v y1 -1° (2.6.14) 
— - 9 — 


ere lt. 由 第 二 、 三 步 ,可 得 试探 方程 


当 だ = 


v =-—y 1-7 (2.6.15) 
yo 


解 方 程 (2.6.15 ) 可 得 耗 散 Sine - Gordon 方程 的 精确 解 
u/= s Darctan| IE (зараза, за "ET + vé | 


其 中 ,名 为 任意 实数 . 
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第 7 章 推广 的 无 理 试探 方程 法 及 其 应 用 


本 章 将 无 理 试 探 方程 法 推广 到 更 一 般 的 情形 ,我 们 称 之 为 推广 的 无 理 试探 方程 法 "前 
面 各 种 试探 方程 法 都 可 看 作 它 的 特殊 情况 . 
7.1 推广 的 无 理 试 探 方 程 法 的 主要 步骤 


第 一 步 :对 于 所 考虑 的 非 线性 方程 


N(u, u, u „u, ) =0 (2.7.1) 
作 行 波 变 换 ,u(x,t) =u(£),£ kx * ot, 将 方程 (2.7. 1) 约 化 为 
M(u, u“, u“, ) 20 (2.7.2) 
第 二 步 : 取 试探 方程 
u' = (2.7.3) 


其 中 ,系数 ao, „4% b by, боў Ch do, , di, 均 为 常数 由 式 (2. 3) 可 导出 


г. (Sarr) how) ўны. 
> du 
(Яве) (Ren (ве) - (Ze) (Fan) ] 
(ае) 
(SAL Weer. 
ne) (ee) + (ўве Aen E азе 


以 及 ww 等 其 他 导数 项 ， 将 这 些 项 代入 式 (2. 7. 2) 中 , 得 到 以 下 的 表达 式 
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AU 
Ys 
这 里 C(u) ,H(u) A5 u 的 多項式 . 根据 平衡 原则 能 确定 ki ,kk ,ks k. 的 关系 以 及 它们 的 值 . 
第 三歩 : 取 具体 的 所, た , た 4, 的 值 ,再 令 G(w) ,H(w) 的 所 有 系数 为 零 ,得 到 一 个 非 线性 
代数 方程 组 , 解 这 个 方程 组 ,从 而 确定 co ,… „an, bo sbh „%o Cy, do. „d, 的 值 . 
第 四 步 :求解 方程 (2. J. 3) 得 到 方程 (2. 7. 2) 的 解 ， 从 而 写 出 方程 (2. 7. 1) 相应 的 精确 行 
波 解 . 


G(u) + H(u) =0 (2.7.5) 


7.2 Fujimoto - Watanabe 方程 的 精确 解 


考虑 Fujimoto - Watanabe 77 fà ^99! 


u, = uu, + Ju u,u, + 3 u, (2.7.6) 
经 过 行 波 变换 ,u(%,t) =u(£),£€ з Ёхан, 方程 (2.7.6) 变 为 
n = 3kau?'u' + 3k ціш и" + k'u? u” (2.7.7) 


利用 推广 的 无 理 试探 方程 法 7. 1 中 第 二 、 三 歩 , 可 取 k, =k, 20,5, 23 UU k, =2, 并 且 得 
到 Cs = Fe = - а, =1,d, = の =0,c。 和 C2 是 两 个 任意 实数 . 简单 起 见 ， 我 们 取 ao =0， 


by =1, MEW 
we [oe tea tau te ET — (2.7.8 


其 中 ,Di ,D, 是 两 个 任意 常数 . 求解 方程 (2. 7. 8) 即 可 得 到 Fujimoto - Watanabe 方程 的 精确 行 


波 解 
en e (a, > œ) (2.7.9) 


2 70 ー ay 


ょ (を - る ) = | fire -— 


à 42k ья Аа = а. - a 一 oo 
+ (£ — &) = =| а а 一 2 ese" s = Jane. 当 | (a, < ai) 
(2.7. 10) 
“я = {2k = а e + 
£ EY. ^ 5 as] (2.7.11) 
&(£-&) = 
EOD - (a, - a) E(o,l) + (a, — o4)tang v1 Fein- | (ai.> o, > os) 
(2.7. 12) 
seh, P = 2, が (の 1 E(o,l) = | Vl - Pei U dy, an, an, a, 是 多 
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р 2 
项 式 方程 -了 2 fan- 7 0 的 根 


ku” 2a 


当然 , TTE RI LARK k kask ky 的 其 他 值 , 计算 过 程 与 前 面 类 似 , 这 里 略 . 
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法 的 统一 格式 及 其 应 用 


在 这 一 部 分 ,我 们 给 出 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 ,研究 这 个 方法 的 数学 基础 ,并 
指出 射影 Riccati 方程 方法 的 局 限 性 1, 并 且 利用 这 个 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 求 几 
个 非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 . 


第 1 章 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 及 主要 结论 


1.1 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 


射影 Riccati 方程 方法 是 构造 非 线 性 数学 物理 方程 精确 解 的 一 种 有 效 方法 ,多 年 来 被 人 们 
PERRO). 在 文献 [95] 中 , Conte 等 提出 了 一 种 具有 一 般 性 的 寻求 某 些 非 线性 数学 物 
理 方程 更 多 新 孤立 子 解 的 方法 ,那些 解 能 表达 成 一 个 由 满足 射影 Riccati 方程 ”的 两 个 初等 
函数 构成 的 多 项 式 . 后 来 , Yan" RET Conte 的 方法 并 提出 了 更 一 般 的 射影 Riccati N 
法 . 许多 作者 5 “ЯЯ Yan 的 方法 求解 了 许多 非 线 性 数学 物理 方程 . 我 们 根据 各 种 射影 
Riccati 方程 方法 的 格式 , 给 出 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 . 


对 于 给 定 的 非 线 性 偏 微分 方程 
N(u, u., u, „u. ) = (3. 1. 1) 
考虑 它 的 行 波 解 
ee за) (3.1.2) 
£ = wx + ct 
那么 , 方程 (3. 1. 1) 就 变 成 如 下 非 线 性 常 微分 方程 
M(u,u',u", =0 (3. 1.3) 
第 一 步 : 将 方程 (3. 1.3) 的 解 表达 成 以 下 形式 
u(£) = HQ) +gB,(f) = 5 bf ted of (3.1.4) 
这 里 ,f = f( £) 是 下 面 常 微分 方程 的 一 个 解 I 
f = fz (3.1.5) 
m 
Z FO) = Zaf 
i T (3.1.6) 
B= (Р 


其 中 ,ma ,ma ,ms 是 非 负 整 数 ， 由 方程 (3.1.4) ,方程 (3. I. 5) 及 式 (3. 1.6) 可 以 得 到 以 下 方 
74 


第 3 WE Riccati 方程 方法 的 统一 格式 及 其 应 用 


u' = H' (Dfe + TF O. + HAIR (3.1.7) 
u” SH) FQ) + HN) + FH OPE) + 
IF) Gf OO + FF NH + 
HAF Nfs H, FO (3.1.8) 
等 等 . 把 这 些 方程 如 式 ( 了 1.4) , 式 (3. 1.7) 及 式 (3.1.8) 带 人 方程 (3. 1.3) ,并 利用 方程 
(3.1.5) 和 方程 (3.1. 6) 得 到 如 下 方程 
i G,(f) + gG,(f) = 0 (3.1.9) 
这 里 GO AGO 都 是 / 的 多項式 
第 二 步 ; 根据 平衡 原则 , 可以 求 出 m,m Яі m, 的 关系 ,从 而 确定 它们 各 种 不 同 的 取 值 
第 三 步 : & Ci 和 6 :的 各 大 项 系数 办， 会 得 到 一 个 代数 方程 组 ， 解 方程 组 可 得 
a (i 20,1 mj) b (i=0,1,-— m) ,ci(i=0,1,…,ma) 的 值 ， 当 然 , 方程 组 可 能 会 无 解 , 这 
说 明 当 ms m. 和 m, 取 相应 的 值 时 ,用 这 里 提出 的 射影 Riccati 方程 方法 不 能 求解 方程 (3. I. 3). 
第 四 步 :由 方程 (3. 1.6) ,方程 (3. 1.5) 可 写成 以 下 形式 
Q» = f Ff) (3. 1. 10) 
那么 , 方程 (3.1. 10) 就 可 以 约 化 成 初等 积分 形式 
+ (€ ko) -I (3. 1. 11) 
第 五 步 : 把 o(i =0,1,…,ms) 代 人 方程 (3. 1. 11), 并 利用 m, 阶 多 项 式 的 完全 判别 系统 
法 ,就 可 以 求解 方程 (3.1. 11) ,并且 能 够 求 出 方程 (3.1. io) 的 精确 解 ， 从 而 ,方程 (3. 1. 3) 
的 精确 解 就 能 相应 的 求 出 来 
容易 看 出 ,一 般 的 射影 Riccati 方程 方法 是 这 里 提出 的 方法 的 特殊 情况 : 如 果 令 m = n, 
m, =n -I. m, 22, 那么 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 就 是 文献 [100] 中 提出 的 射影 Ricca- 
ti 方 程 方 法 如 果 令 m, =m, m, =m -1, m, =2, 那么 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 就 是 
文献 [102] 中 提出 的 射影 Riccati 方程 方法 ， 等 等 


1.2 射影 Riccati 方程 方法 统一 格式 的 主要 结论 


为 了 清晰 地 表达 这 些 结论 , 不 妨 考虑 方程 (3. 3) 的 如 下 形式 
u” + au’ = Yd (3.1.12) 


这 里 a,d;(i=0,1,…,k) 都 是 任意 常数 ， EEA 许多 实际 模型 例如 BBM - Burgers 方程 
— E, 这 里 我 们 得 到 了 方程 (3. 1. 12) 的 一 些 奇 特 的 结果 . 下 面 的 定理 表明 射 
X Riccati 方程 方法 有 某 些 局 限 性 . 对 于 方程 (3. 1.12) , 由 第 一 步 和 第 二 步 可 以 得 到 m, m, 


和 m, 的 一 些 关系 , 例 如 , 如果 k =2, 那么 m, «77 m =m; 如果 た =3, 那么 m O 及 1< 
m s б . 于 是 ， mi, т. 和 m, 的 各 种 可 能 的 取 值 就 可 以 得 到 了 . 在 mi, M 和 m, 的 这 些 取 值 
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中 , 当 取 其 中 的 某 些 值 时 , 方程 (3. 1. 12) 就 可 以 用 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 求解 ; 但 
是 , 当 取 其 中 的 另外 一 些 值 时 却 无 法 用 这 种 方法 求 出 方程 (3. І. 12) ff. 在 这 里 我 们 给 出 以 
下 定理 . 

定理 1 至 少 在 以 下 几 种 情形 下 , 利用 射影 Riccai 方程 方法 的 统一 格式 可 以 求 出 方程 
(3.1.12) 的 非 平凡 解 . 

情形 1: 当 k=2 时 , (1)m, =m, =1,m, =0, 或 (2) т, =m, =4,m, 20; 

情形 2: AK = 时 , (1) m, =2,m, =1,m, O, K (2) m, A, mi =2,m, =0. 

TERA: 简单 起 见 , 这 里 仅 证 明 情 形 2 的 (1). 4 k=3 时 , 方程 (3. 1. 12) 变 成 

u" + au' = dzu «dii f diu +d, (3. 1. 13) 

把 方程 (3. 1. 4) ,方程 (3. 1. 7) 和 方程 (3. 1. 8) 代 人 方程 (3. 1 13 ) ,并 利用 方程 (3.1. 5) 

和 方程 (3. 1.6) ,得 到 方程 (3. 1.9) ,这 里 


ON = OO FU) +E NF) + FH Ore + 
Зар Off + ai" OFO) a, CH. O d- 
3d,F(f) R, (f) [B,(f) ]° - d,F(f) [HY - d,R,(/) - d, (3. 1. 14) 
AN = FO HOP + FEBLO ej, 
H(A) FNS HO HF + aB' (Nf - 


3d, H, (/) PHA) Bi d,F(f) LH, C) y 一 2d,H,(f)H,(/) (3.1.15) 
由 第 二 步 知 , ms 可 取 2, m. HN 1, m, HNO, Bl ms =2,m, =1,m, O. 于 是 有 
HN = YA 
H,(f) = co (3. 1. 16) 
2 
F(f) = Да” 


把 式 (3. I. 16) 代入 式 (3. 1. 14) 和 式 {3. 1.15) , 再 利 用 第 三歩 , $ f 的 各 寡 项 系数 为 零 ， 
可 得 以 下 代数 方程 组 
2g。c。 - 3dbje, - d,a,c, = 0 
ab, - 6d,b bc, - бае - 2d,b,c, = 0 
3d, baco + dyaoc? + 2d,b,c, + dic, = 0 
2b,a, - d,b} - 3c3d,a,b, = 0 
b,a, + aac - 3d,b2b, - 3d,c2a,b, - 3dycla,b, - dibi - da, = 0 
biao ~ 3d,b,b2 - 3d,c2a,b, - 3d,cha,b, - 2d,b,b, - の ge6 - dib = 0 
の 6 + 3d,ciaobo + db, + の goco + dibo + d, = 0 
2 2 
解 上 面 方程 组 知 ,至 少 有 以 下 解 :局 =- = 7 = EEO а, = adb, 
3 3"0 3 
b, 是 任意 非 零 常数 , a 是 任意 常数 ， 而 且 a, d,, da, d., d MEN дага, -Зай + Odd, = 
co(2d3 —9d,d,d, + 27d,d3). c — vk 
这 表明 方程 (3. 1.12) 在 =3, 同 時 m, -2,m, =1,m, =0 HAHA N NN. 定理 1 IEEE. 
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定理 2 ”至少 在 以 下 几 种 情形 下 , 利用 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 不 能 求 出 方程 
(3. 1. 12) 的 非 平 凡 解 . 

情形 1: 当 *=2 H, (1) т. =m, 23,m, =1, 或 (2) m, =m, =4,m, =1; 

情形 2: 当 k=3 Bf, (1) m, =3,m =I, ma =0， 或 (2) m, =4,m, =1,m, =0. 

证 明 : 简单 起 见 , 这 里 仅 证 明 情 形 2 的 (1). AK =3 BY, 方程 (3. I. 12) 变 成 (3. 1. 13), 
相应 地 ， 有 


Hi = 2, bf 

H,(f) = co (3.1.17) 
3 
F(f) = 2,7 
由 第 三 步 , 可 得 以 下 代数 方程 组 
Fc - dde, =0 (3. 1. 18) 
2a,c, - 3d; bico ~ баб = 0 (3. 1. 19) 
las + ab, - 6d, ö boco - dicha, - 2d;b,e, = 0 (3. 1. 20) 
2d,boco + dico + 3dsbico + dscyao = 0 (3.1.21) 
2 ba, ~3d,a;b,2 = 0 (3.1.22) 
2b,a, + Заве, - dyb} — 30% a, hach -3 み 6 - dash =0 (3.1.23) 
35a + ade = 3dybob? 3d, azbech - 3d,a,b,¢2 - db? — dua, =0 (3.1.24) 
bias. + n - 3d,b,b2 - 3dya,b,] - 3d,a,b,e2 - 2d,b,b - dach - dib, = 0 

(3.1.25) 
а + 3d,a bc, + diba + daocl + dibo + d, = 0 (З. 1. 26) 


由 方程 (3. 1. 18) 和 方程 (3.1.22) 知 d дА а” 这 是 矛盾 的 ,因为 aa os d, 都 是 


非 零 的 正 整数 故 上 面 的 代数 方程 组 无 解 . 于 是 易 知 ,， 当 大 =3 ,同时 ms =3,mi =I. m =0 H, 
利用 射影 Riccati 方程 方法 的 统一 格式 不 能 求 出 方程 (3. 1. 12) 的 非 平 凡 解 . 其 他 几 种 情形 可 
以 类 似 证 明 . 定理 2 证 毕 . 

定理 3 MEA BF, 利用 射影 Riccat 方程 方法 的 统一 格式 不 能 求 出 方程 (3. I. 12) 的 非 
平凡 解 . 

证 明 : 当 # テ 4 时 ,很 容易 知道 , 不 管 m, m, 和 ms 取 何 非 负 整数 , 都 无 法 平衡 G,(f) 和 6， 
(万 的 最 高 阶 导 数 项 和 最 高 阶 非 线 性 项 . 

注 :由 以 上 结果 可 知 , 射影 Riccat 方程 方法 具有 局 限 性 ， 而 且 前 面 提出 的 射影 Riccati 方 
程 方法 的 统一 格式 还 可 以 进一步 发 展 , 如 , 在 方程 (3. 1.4) 和 方程 (3. 1.6) PR H, H. 
RF) AA BK 


77 


第 2 章 射影 Riccati 方程 方法 统一 格式 的 应 用 


2.1 Fitzhugh - Nagumo 方程 的 精确 解 


考虑 Fitzhugh - Nagumo 方程 


u, - u. = u(u-7)(1 u) (3.2.1) ` 
作 行 波 变换 ,u(x,t) =ulé), E= ox +ct, 将 方程 (3.2.1) 约 化 为 
u" + au’ = du + du + diu (3.2.2) 
ac) ¿=l d=- 4 E 
其 中 ,a = E , d, = だ , d, z É di ** 
由 定理 1， # m, 2, mi =I, mi =0, 则 方程 (3. 2.2) 有 解 , 解 的 表达 形式 为 
u(£) = bf +b, +e a + af + a, (3.2.3) 
: 1 a -2 み co 2d,” - o d, - 6d,d, : 
并 由 定理 1 的 证 明 过 程 知 of o b. - IR, ay = ENON = 20 ,b. RE 


意 非 零 常数 ， а; 是 任意 常数 . 而 且 a,d, sdz ,di 满足 表达 式 
2o7g。 - 3g の + 9ad,d, = co(2d - 9d,d,d,) 
此 时 方程 (3.1. 11) 变 成 ` 


£(-&) =f (3.2.4) 


— NEM 
f Jaf? +a,f + a, 
4 A =a; Add, XH A AEN do заа.” 的 判别 式 . 方程 (3. 2.4) 的 所 有 解 的 分 
类 有 以 下 三 种 情形 . 
情形 1:A =0. 由 方程 (3.2.4) 得 


20. TTG - &) = l| |— 21 (3.2.5) 
f " 
情形 2:A >0. 由 方程 (3. 2.4) 8 , 
у, САВ - CB 
+ Ja, (€ ~ &) Um TS (3.2.6) 
a dc -B)- ly 
+ Va (£ - &) d Я (3.2.7) 
gd csin ~ 一 — = = 
+ fa, (£ - &) "=>" Ale -y (3.2.8) 
这 里 假设 表达 式 (3. 2. 6) ~ (3.2. 8) 中 根 号 内 部 分 都 大 于 零 , 其 中 8 ath, Š 
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-a-~ VA 
2а, ` 


情形 3:A <0. 由 方程 (3.2.4) 得 
E "d Va, - Ja fl - af * a 
FETT 
f 
将 以 上 求 得 的 f 代 和 人 (3. 2.3) 即 可 得 到 Fitzhugh - Nagumo 方程 的 精确 行 波 解 . 
例如 ,将 式 (3.2.5) 代 人 式 (3.2.3) ,得 到 Fitzhugh - Nagumo 方程 的 一 个 精确 行 波 解 


2 


d, Я 


а; 
u(£) = 2a, 2a, . — 
e 1 + e- (Z -| 1 x e is: 14 (асе + by 
其 他 的 可 以 类 似 得 到 , 这 里 略 . 
2.2 BBM - Burgers 方程 的 精确 解 
考虑 BBM - Burgers TH 
u, +u, + uu, ~ Àu, - Bur. = 0 (3.2.10) 
PEAT RAE u(x,t) -u(£) , £ =ox +ct, 并 积分 一 次 , 且 将 方程 (3. 2. 10) 约 化 为 
u” + au! = d, «diu + d, (3.2.11) 
其 中 
_ À 
* 5 05 
dec die 
? ^ 2Bwc (3. 2. 12) 
d, - RM 
po c 
d, 是 任意 常数 
由 定理 1, 若 取 ms =m, 21, m, =0, 则 方程 (3. 2. 11) MN. BOR 
F(f) = af a 
H, (f) = bf + b, (3.2.13) 
H,(f) = co 


将 方程 (3. 2. 13 ) 代 人 方程 (3. I. 14) 和 方程 (3. 1.15) , 并 令 арна, GB) 
下 面 的 代数 方程 组 


jus alo Db ab 
гае, + die, = 0 
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ba, * jene - 2d,b,b, - dja,d dib = 0 


а + d,a,c, + db, + d, = 0 


解 之 得 如 下 解 :b= zen = 2%, аа, a = db, b. 是 任意 非 零 常数 ,并 且 36oz - 


625d; +2 5004, do =0. 
由 方程 (3.2. 13) ,方程 (3. 1. 11) 変成 


t(£-&)- Z= 


— 4 aif + go - аў“ ay Jap a 
* (E Fo) Ta 5 (a, > 0) 
£(£-&) =- Ана . (ao < 0) 
+ (£- &) US (а, = 0) 


此 时 方程 (3, 2. 10) 的 精确 行 波 解 的 表达 形式 为 
u(£) = bf + bo +c Jaf +a 
于 是 BBM - Burgers 方 程 (3. 2. 10) 的 精确 行 波 解 为 
a,b, (ее) +1)? _ T на вее +] 


u, (x,t) = a, (e Voce =1)* 9 e * -o) =1 


= aob, lun; вес, -&)]* i} 


解 之 得 


Со y "Go 


u,(x,t) = + b, dq ———Á——— 
a ani [375 (e - &)l mm| V> (¿ - &)l 


—— 5 
e 
2.3 广义 KPP 方程 的 精确 解 


考虑 广义 KPP 方程 
u, — u, + pu + Àu? +8u + c = 0 
作 行 波 变换 ,u(x,:) -u(£) , £ o kx +wt, 将 方程 (3. 2. 14) 约 化 为 
u" + qu' = dzu + dj + du + d, 


其 中 ,n= pc . -d =, dy .. 


(3.2. 14) 


. (3.2.15) 


由 定理 1, 若 取 m =4 m. =2,m, =0, 则 方程 (3.2. 15) AM, 那么 方程 (3.2. 15) 的 解 的 形 


式 为 


u(£) = bf? + bf + b, * co a + asf + af” + af + ao 
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为 此 ,我 们 首先 确定 常数 10, , 2; a, =0,…,4 和 co. 将 方程 (3. 2. 16) 代 人 方程 
(3. 1. 14) 和 方程 (3. I. 15) ,并 令 j 的 各 笑 项 系数 为 零 , 则 得 到 下 面 的 代数 方程 组 


&8a,c, - cja,d, ~ 3d, cob = 0 


- dca, - 6d,c bb, = 0 


2 
2g。c。 + 2b. - d,c3a, - 3 の co ~ 6dsbocob? - 2d,b,c, = 0 


EL + mb, - дуба, - 6d boe b, — 2d,b,e, = 0 


й の eogo + 3d,boc, + 2d boca + dico = 0 
8b,a, - db3 - 3d,c2b,a, = 0 
4b,a, + b,a, + 3b,a, + 2b,a, - 3d, bb. - 3dscobyas - 3dscobia, = 0 
Aba; + bias + 2573 + Зы, + Deepa; ЗЫ - заба 
3d,c5b,a, - 3d,cyb,a, - db3 ~ dcia - 3d,bjb, = 0 
d, bi + db + 3d,b,cla, + 6d,b,b,b, + 3d,clb,a, + 3d,c2b а, + 2d,b,b, + dyasc? - 


5b,a, ~ 2b,a, - naa. = 0 
4b,a, + $a + паўс ~ 3dsbocta, - 3d, b bo - 3d, bob, - 3d, cba - 3d,cab,a, = 
dj ада, - 24 bzö - dib, = 0 
Ба, + う cogi - 3d,bocga, - 3d, bob. — 3dsb, cgay - diga, - 2d,b,by - dib, = 0 
bod; + 3d, boch + d,b + аба, + dibo + d, = 0 


解 之 得 一 组 解 为 
G, = > 
a, =a, = 0 
а, 
ay =- > 
b, =1 
b, =b = 0 (3.2.17) 
a, 是 任意 实数 
pods dy di 满足 表达 式 = + a, な 
did. = d;d, 


下 面 只 需 在 满足 条 件 (3. 2. 17) 的 情况 下 ,求解 方程 (3. 1. 11) , 格 求 得 的 代入 式 
(3. 2. 16) , 即 可 求 得 方程 (3. 2. 15) 的 解 . 
在 条 件 (3.2. 17) 下 ,d >0 时 ,此 时 方程 (3. 1. 11) 変成 
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% (e - &) Dr (3.2. 18) 
f if + ＋ Ee я 


3 


34 d, <0 时 ,此 时 方程 (3. 1. 11) 変成 
E 
& A) 7 72 E - &) j Er = 7 (3.2. 19) 
ur car: 
记 多 项 式 F(f) = だ + -多 ,根据 四 阶 多 项 式 完全 判别 系统 法 知 ， 方程 (3. 2. 18), 方 


f2(3. 2. 19) 的 解 有 以 下 七 种 情形 
情形 1:D, O, D, =0,D, O. Ff) 有 四 重 零 实 根 , 即 F(f) =f. NA d, >0 时 , 由 方程 
(3.2. 18) 可 得 
f = (24,) *(£ - &) すす (3. 2. 20) 
1875 2:D, O, D, O, D. -0. FHH N= HIN N. FO) -LU- n) + s! ax 
1, 3; 是 实数 ,s, 50. 当 d, >C Eb, MRL A , WHAEA. 2. 18) 可 得 


% (-en ~£) = Fel- Til 8 +(f-)7J + Harton L^] G. 2. 21) 


这 里 名 是 积分 常数 . 

情形 3:D, >0,D,>0,D,=0. FY) 有 一 个 二 重 实 根 和 两 个 一 重 实 根 , 即 FC) = (f- a) 
G-B)(f-y), 这 里 a,B,y 都 是 实数 , HB» y. 车 ds >0, 当 a>B,f>B,B <0 时 ,或 者 当 a< 
y <y,y>0 时 ,方程 (3.2.18) 的 解 为 


72 21 t ee eee sem 
TAI fo) = gyln 7 (と ご (2 この 


а- -B) = vla- = 


In 


f - al (3.2. 22) 


"ja»B,f «y,B «ORI, NAM YB. >0 时, 由 方程 (3.2. 18) 可 得 
d, .la[4G-E-/4HT-Y D] 1 0 
га e-a) $n n a - B(a - y) 
" гв) за) - /(8 ==) (f =>) P (3.2.23) 


[f - el 
3$ 8»a»y,8»0,y <0 时 ,方程 (3.2. 18) 的 解 为 


Em a LD sss 
sa f &) - By 1(8 - y) (8-a)(a- y) 


sin (а — YD U - B) + (a - B)(f - y) 
arcsin Каа аі (3.2. 24) 


zi d,«0,3 a» B.f»B,B <0 时 ,或 者 当 a<y,f<Y， y>0 B$, 方程 (3. 2. 19) 的 解 为 


z 一 1 
sa - 26-6) ーー ちら T "(8-aYa-y 


arcsin 
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2 


In ~f+B)(a-y) - vV(B-a)(f- (3.2. 25) 
当 aw>B8,J<y,B<0 时 ,或 者 当 a<y, f «B, y>0 时 ,方程 (3.2. 19) 的 解 为 


а NE FEE з аца арт рая J-Bf-y)] EEE 
(7.2 ° げ - a (B -a) (a y) 


СР ага te ニ の リー ジア (3.2.26) 
当 8>e>y,g>0,y <0 B, 方程 (3. 2. 19) 的 解 为 


げ - el 


Сё; АЗ arcsin = By *B-Y) 1 
* - 2 (€ - &) By Tf-a)(B8-y)] (ce-8)(e - ヶ ) 


„ (-f+B)(a-y) + (8 -a) £ - >) 
arcsin REPEC (3.2.27) 


情形 4:D, O, D. D, O, FCO 6 N= LER ANL. BO F(/) = (f-a) 1 び - 
1)" +s’). 如果 d, >0, 方 程 (3.2. 18) 的 解 为 
(e VIH (E-to) -y) + JP + (2 -y) _ 
(e“ А 2012) (€-£0) _ y? -1 


(ee Вене - y) V- D! € (2- x) 
аа = PSP 
-2l a-2l 
d eg mr] 
情形 5:D, O, D, >0,D, >0. F(f) 有 四 个 实 根 , 即 F(f) = (f-a,) -a) (f-a;) (f - 
a.), 其 中 al aa ,ai ,ak 基 笑 数 , a, >o, >a, >a, 如果 d, 50, HFS Ek fo, 时 ,方程 
(3.2. 18) 的 解 为 


(3. 2. 28) 


Fe -&) = 5 lee. ) III (o H)] (3.2.29) 
6 1 2 (ai -a,) (a -as) dy 
— Z = —— P „ K* = , 
其 中 Y Jla q) ( d.) (a, - az) (a; - d.) (o, E) ° „I- Heinz 
„K = d ,a a 1 一 1); b=- 102 — 4 ) ,c = 1 一 Q4， 
II (¢ b ) ay = Ci 一 a, (а, -a а, -а 


8 (a, az) ( - d.) (a; - d.) 
如 果 d, <0, M Гра, B. fsa, 时 ， 方 程 (3. 2. 19) 的 解 为 


+ - 2 - б) = ye. k) + FTI (0.4 )) (3. 2. 30) 
"METAM ' WS Y MEINEM. di a oed) Sad arcas: 


У (а ag) (a =. , (a - a,) (a: 
c =a, = , &= (а; -a;) (a, -o,) (a; -a;). 


情形 6: D. 40, D. D, z0, F(f) AAMAR AARRE, F(A) = (f-a) 
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(f-p)[(f-1) + si], HF a»8,l,s >0, 是 实数 . 4d, >0 H, (3. 2. 18) 的 解 为 
а, s — 
ec -&) = 2 (0 - „Hein Ф + F(o,k) - E(g,k) | 


(3. 2. 31) 


160-1) (8 11) 
si(a 8) 


,6=ad - bc (-( A). = 


.be (a ge- (a -HDd. esa l - yk =A + A- ,b= 
1 


1 
1+k 
— y=[(a-l y «s /(2 -Ф)[(в-і 3 +s]. 

ake A , 1 1 1 1 

NN 7:D,>0,D,D,<0,F(f) AAWA, RIF) = [(f-1,)? + sili- 30 + 
s`], HP Lsls s; BEM, s, >s, >0. d, >0 时 ,方程 (3. 2. 18) 的 解 为 


d, = 6 Lu 
He- e = Ero + | sro + 5% aT (0 1.0 - 
ffn ĩᷣͤ + IE HE 
2 Ma tbla «P - ど だ ) (a b Ksing) - Va +b -kb 


(3.2.32) 


2 60 - Beds AA 


l-l 2 2 2 
其 中 , だ だ = É di =A+/A°-1,A= P 


25,5; 
5,0 4 ld, d 1, -H, S a- be (F «d') y ss, (e+e) (he +e). 
至 此 ,方程 (3. 2. 18) 和 方程 (3.2. 19) 的 解 为 式 (3.2. 20) ~ 式 (3. 2. 32). 再 将 求 得 的 f 代 
人 条件 (3.2.17) 下 的 式 (3.2. 16) 中 


(の = bf se [Af taf? -E 


即 可 得 到 广义 KPP 方程 的 精确 行 波 解 . 例如 , 格式 (3.2.20) 代 人 上 式 得 到 


-+ -1 W 
«o -(2) (e- |) - e e- -2 


其 他 解 可 以 类 似 得 到 , 这 里 略 . 


s, b = = 


1 
k, 


84 


参考 文献 


[1] Ablowitz M J, Clarkson P A. Soliton, Nonlinear Evolution Equation and Inverse Scattering 
[M]. Cambridge Univ. Press, 1991. 

[2] KH. 孤立 子 理论 及 其 应 用 [ M]. 浙江 科技 出 版 社 , 1990. 

[3] Eh. 规范 变换 ,贝克 隆 变换 与 非 线 性 释 加 公式 [J]j. 数学 进展 ,1989(18) : 356 -372. 

[4] Hu X В. Nonlinear superposition formulae for the differential-difference analogue of the KdV 
equation and two-dimensional Toda equation [J. J. Phys. A: Math. Gen., 1994 (27); 
201 -204. 

[5] AHK, 胡 和 生 , 周子 翔 . 孤立 子 中 的 Darboux 变换 及 其 几何 应 用 [ M]. 上 海 科技 出 版 
tk, 1999, 

[6] Matveev V B, Salle M A. Darboux Transformations and Solitons M]. Berlin: Springer, 1991. 

[7] Estabrook F B, Wahlquist Н D. Prolongation Structures of Nonlinear Evolution Equations, П 
I3). 3. Math. Phys. , 1976(17) : 1293 — 1297. 

[8] Zhang D G. Integrability of fermionic extensions of the Burgers equation[ J]. Phys. Lett. A, 
1996,223(6) : 436 - 438. 

[9] Weiss J, Tabor M, Carnevale G. The Painlevé property for partial differential equations[ J]. J. 
Math. Phys. , 1983(24) :522 - 526. | 

[10] Hereman W, Takaoka M. Solitary wave solutions of nonlinear evolution and wave equations 
using a direct method and MACSYMA[J]. J. Phys. A: Math. Gen., 1990, 23 (21): 


4805 - 4822. 

[11] Olver P J. Applications of Lie Group to Differential Equation[ M], New York: Springer, 
1986. 

[12] Bluman G W, Kumei S. Symmetries and Differential Equations [ M]. Berlin; Springer, 
1989. 


[13] Parkes E J, Duffy В R. An automated tanh-function method for finding solitary wave solutions 
to non-linear evolution equations[ J]. Computer Phys. Commun. , 1996, 98(3) : 288 - 300. 

[14] Duffy B R, Parkes E J. Travelling solitary wave solutions to a seventh-order generalized KdV 
equation[ J]. Phys. Lett. A, 1996(214) :271 - 272. 

[15] Parkes E J, Duffy B R. Travelling solitary wave solutions to a compound KdV-Burgers 
equation[ J]. Phys. Lett. A, 1997(229) :217 -220. 

[16] Li Z B. Exact Solitary Wave Solitons of Nonlinear Evolution Equations, In: Mathematics 
Mechanization and Application, Eds [ M]// Gao X S, Wang D M. England: Academic 
Press, 2000. 

[17] Lou S Y, Huang С, Ruan У Н. Exact solitary waves in a convecting fluid[ J]. J. Phys. A, 
1991, 24(11) : 1584 - L590. 

[18] Malfliet W. Solitary wave solutions of nonlinear wave equations] J]. Am. J. Phys., 1992,60 


85 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


(7): 650 -654. 

[19] Parkes E J. Exact solutions to the two-dimensional Korteweg-de Vries-Burgers equation [II. 
J. Phys. A : Math. Gen. , 1994(27) : 1497-1501. 

[20] Liu C S. Traveling Wave Solutions of Triple Sine-Gordon Equation[ J]. Chin. Phys. Lett., 
2004 (21) : 2369 -2371 

[21] HRE, 杜 兴 华 . 耦合 Klein-Gordon-Schrodinger 方程 新 的 精确 解 [J]. 物理 学 报 , 2005， 
54(3) :1039 - 1043. 

[22] Liu C 5. Ехасі Traveling Wave Solutions for а Kind of Generalized Ginzburg-Landau Equation 
[J]. Commun. Theor. Phys. 2005, 43(5): 787 - 790. 

[23] Liu C S. All Single Traveling Wave Solutions to (3 + 1)-Dimensional Nizhnok-Novikov- 
Veselov Equation[ J]. Commun. Theor. Phys., 2006, 45 (6): 991 -992. 

[24] Liu C S. Applications of complete discrimination system for polynomial for classifications of 
traveling wave silutions to nonlinear differential equations [ J ]. Computer Physics 
Communications, 2010(181) : 317 -324. 

[25] Liu C S. Classification of all single traveling wave solutions to Calogero-Focas equation [ J]. 
Commun. Theor. Phys. , 2007(48) : 601 - 604. 

[26] Liu C S. Exact travelling wave solutions for (1 + 1) -dimentional dispersive long wave equation 
[J]. Chin. Phys. Soc. , 2005(14) :1710 - 1716. 

[27] 刘 成 仕 . 用 试探 方程 法 求 变 系数 非 线 性 发 展 方程 的 精确 解 [J]. 物理 学 报 , 2005 (54): 
4506 - 4510. 

[28] 刘 成 仕 . 试探 方程 法 及 其 在 非 线 性 发 展 方程 中 的 应 用 [J]. 物理 学 报 , 2005(54) :2505 - 
2509. ` 

[29] Liu С S. Tial equation method to nonlinear evolution equations with rank inhomogeneous; 
Mathematical discussions and its applications [J]. Commun. Theor. Phys. , 2006 (45): 
219 - 223. 

[30] Hr, RRR, 曾 振 炳 .多项式 的 完全 判别 系统 [站 . 中 国 科 学 E, 1996(39) :424 - 441. 

[31] Maccari A. A generalized Hirota equation in 2 +1 dimensions[ J]. J. Math. Phys. , 1998 
(39) :6547 - 6551. 

[32] Hirota R. Exact envelope-soliton of a nonlinear wave equation[ J]. Math. Phys. , 1973(14): 
805 - 809. š 

[33] Fan E G. Uniformly constructing a series of explicit exact solutions to nonlinear equations in 
mathematical physics[ J]. Chaos, Solitons and Fracatals , 2003(16) : 819 —836. 

[34] Liu C S. New exact envelope traveling wave solutions of high-order dispersive Cubic-Quintic 
nonlinear schrodinger equation[ J]. Commun. Theor. Phys. „2005 (44): 799 - 801. 

[35] Song L N, Zhang Н Q. Extended sine-Cordon Equation Method and Its Application to 
Maccari’s System[ J]. Commun. Theor. Phys. , 2005(44) : 783 — 788. 

[36] Huang D J, Zhang H Q. Exact Travelling Wave Solutions to a Coupled. Nonlinear Evolution 
Equation[J]. Commun. Theor. Phys., 2004 (42): 171 - 174. 

[37] Zhang J L, Wang M L, Cheng D M, et al. The Peridic Wave Solutions for Two Nonlinear 
Evolution Equations[ J]. Commun. Theor. Phys. , 2003(40) : 129 - 132. 


86 


参考 文献 


[38] Liu С S. Direct integral method, complete discrimination system for polynomial and 
applications to classifications of all single traveling wave solutions to nonlinear differential 
equations: A survey. arXiv; nlin/0609058. 

[39] Kadomtsev B B, Petviashvili V І. On the stability of solitary waves in weakly dispersive media 
[J]. Sov. Phys. Dokl. , 1970(15) :539 - 541. 

[40] Lakshnaman M, Kalianppan P. Lie transformations, non-linear evolution equations and 
Painlevé forms[ J]. J. Math: Phys., 1983(24) :795 - 806. 

[41] Zakharov V E, Kuznetsov V E. On three-dimensional solitons[ J]. Sov. Phys., 1974(39) : 
285 -288. 

[42] Zheng C L, Chen L Q. A generalized mapping approach and new traveling wave solutions to 
(2 +1)-dimensional Bousenisq equation[ J]. Commun. Theor. Phys. , 2004 (41) :671 - 
674. 

[43] Benjamin R T, Bona J L,Mahony J J. Model equations for long waves in nonlinear dispersive 
systems[ J]. Philos. Trans. Roy. Soc., 1972(272) :47 -78. 

[44] Wazwaz A M. The tanh and the sine-cosine methods for a reliable treatment of the modified 
equal width equation and its variants[ J]. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. , 2006 
(11) :148 - 160. 

[45] Gardner C, Greene J, ruskal M К, Miura R. Method for solving the Korteweg-deVries 
equation J]. Phys. Rev. Lett., 1967(19) : 1095 - 1097. 

[46] Slyunaev A V, Pelinovski E М. Dynamics of large-amplitude solitons[ J]. J. Exper. Theor. 
Phys., 1999(89) :173 - 181. 

[47] Rajaraman В. Solitons of coupled scalar field theories in two dimensions [J]. Phys. Rev. 
Lett. , 1979(42) :200 -204. 

[48] TD H, 赵 南 . MARIE HMMS 7]. 物理 学 报 , 1991(40) :359 - 364. 

[49] ўс, 张 鸿 庆 . 非 线 性 耦合 标量 场 方程 的 精确 解 [JJ. 物理 学 报 , 1998(47) :1064 - 
1070. 

[50] Cao D B. New exact solutions for a class of nonlinear coupled differential equations [ J }. 
Phys. Lett. A, 2002(296) : 27 -33. 

[51] SRE, 张 鸿 庆 . 非 线 性 耦合 标量 场 方程 显示 解析 解 的 研究 [J]. 应 用 数学 和 力学 ， 
2001(22) : 567 -571. 

[52] 李德生 , 张 鸿 庆 . 非 线性 耦合 标量 场 方程 的 新 双 周 期 解 ( І) L3]. 物理 学 报 , 2003(52) : 
2373 — 2378. 

[53] 李德生 , 张 鸿 庆 . 非 线性 耦合 标量 场 方程 的 新 双 周 期 解 ( H )[』]. 物理 学 报 , 2003(52) : 
2379 - 2385. 

[54] Feng Z S. Traveling solitary wave solutions to evolution equations with nonlinear terms of any 
order[ J]. Chaos, Solitans and Fractals, 2003 (17): 861 —868. 

[55] Bogolubsky I L. Some examples of inelastic soliton interaction [ J]. Computer Physics 
Communications, 1977 (13): 149 - 155. 

[56] Clarkson P A, Leveque R J, Saxton R, et al. Solitary-wave interactions in elastic rods[ J]. 
Studise appl. Math. (Cambridge), Blackwell, 1986(75) : 95 - 102. 


87 


非 线 性 数学 物理 方程 的 精确 解 


[57] Ablowitz M J, Segur H. Solitons and the Inverse Scattering Transform [ M]. Philadelphia, 
PA: Society for Industrial and Applied Mathematics, 1981. 

[58] Wadati М. Wave Propagation in Nonlinear Lattice[ J]. Journal of the Physical Society of 
Japan, 1975(38) : 673 -680. 

[59] Bona J L, Schonbek М E. Traveling wave solutions to the Korteweg-de-Vries-Burgers equation 
[J]. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Sect. A, Math., 1985(101) : 207 - 
226. 

[60] Wang М І. Exact solutions for a compound KdV-Burgers equation[ J]. Phys. Lett. A, 1996 
(213): 279 - 287. 

[61] Du X Н, Liu С S. New Exact Traveling Wave Solutions for Compound KdV-Type Equation 
with Nonlinear Terms of Any Order[ J]. Commun. Theor. Phys. , 2006(46) : 787 - 792. 

[62] 杜 兴 华 . 用 试探 方程 法 求 Jaulent-Miodek 方程 的 新 的 精确 行 波 解 [J]]. 数学 的 实践 与 认 
识 , 2010, 40(6) :204 -208. 

[63] Liu С 5. The exact solutions to lienard equation with high-order nonlinear term and 
applications J]. Fizika A, 2009(1) :29 - 44. 

[64] Seyler C E, Fenstermacher D І. A symmetric regularized-long-wave equation [J]. Phys. 
Fluids, 1984(27) : 4-7. 

[65] Yang Z J. Some exact solutions to the sine-Gordon equations[ J]. Int. J. Theor. Phys., 1995 
(34) : 589 - 593. 

[66] Du X Н. A new trial equation method to find the exact traveling wave solutions to nonlinear 
differential equations (to submit). 

[67] HM. 1+1 4 Camassa-Holm 方程 的 精确 行 波 解 [JJ 大庆 石油 学 院 学 报 ，2006 , 30 
(6): 96 -98. 

[68] Bona J L, Priitchard W G, Scott L В. Ап model Equation for Water Waves[ J]. Phil. Trans. 
Roy. Soc. London. 1981, 302(1471): 457 —510. 

[69] Amick C J, Bona J L, Schonbek M E. Decay of some Nonlinear Wave Equations [ 1]. J. 
Diff. Eqs. , 1989, 81(1): 1-49. 

[70] Zhang Weiguo, Wang Mingliang. A Class of Exact Traveling wave solutions and their structure 
for the B - BBM equation[ J]. Acta mathematica scientia. 1992, 12(3) : 325 - 331. 

[71] Tan J Y. A class of analytic solution for RLM-Burgers equation[ J]. Mathematics in practice 
and theory. 2001, 9(5) : 545 - 549. 

[72] Wang М L. Exact solutions for the RLM-Burgers equation [ J], -Methematica Application. 
1995, 8(1); 51 -55. LA 

[73] 杜 兴 华 . 2 +1 维 Bousenisq 方程 的 精确 行 波 解 [J]. 大 庆 石 油 学 院 学 报 , 2007, 31(1): 
118 - 119. 

[74] 杜 兴 华 . 非 线性 耦合 标量 场 方程 新 的 精确 行 波 解 [J]. 数学 的 实践 与 认识 , 2007(6) : 
153 - 159. 

[75] Ablowitz M J. Lectures on the inverse scattering transform ( J]. Studies in Applied 
Mathematics, 1978, 58(11) : 17 -94. | 

[76] Whitham G B. Linear and Nonlinear Waves[ M]. New York; John Wiley, 1974. 


88 


参考 文献 


[77] Liu С S. New trial equation methods and exact solutions to some nonjinear mathematics 
physical equations[ J]. Far East Journal of Applied Mathematics, 2010, 40 (1) : 49 -64. 

[78] Zhang J F, Meng J P. (2 +1) -Dimensional combined structures of variation solitions with 
completely nonelastic interaction properties[ J]. Commun. Theor. Phys. , 2004, 41 (5): 
655 ~ 664. 

[79] Wazwaz A M. The tanh method; solitons and periodic solutions for the Dodd-Bullough- 
Mikhailov and the Tzitzeica-Dodd-Bullough equations [J]. Chaos, Solitons and Fractals, 
2005, 25(1): 55 363. 

[80] Sawada К, Коіега Т. A method for finding N-soliton solutions of the К. d. У. equation and the 
К. d. У. -like equation J]. Progr. Theoret. Phys., 1974(51) :1355 - 1367. 

[81] Jaulent M, Miodek. Nonlinear evolutions associated with enengy dependent Schrodinger 
potentials J]. Lett. Math. Phys., 1976(1): 43 —50. 

[82] Matsuna Y. Reduction of dispersionless coupled KdV equations to the Euler-Darboux eqution 
[J]. Math. Phys. , 2001(42) : 1744 -1760. 

[83] Zeng Y B. Separability and dynamical r-matrix for the constrained flows of the Jaulent-Miodek . 
hiodek hierarchy[ J]. Phys. Lett. A, 1996(216) : 26 -32. 

[84] Zhou R G. Lax representation, r-matrix method and separation of variables for the Neumann- 
type restricted flow[ J]. Math. Phys., 1998(39) : 2848 - 2858. 

[85] Ruan Н Y, Lou S Y. New symmetries of the Jaulent-Miodek hierarchy [J]. Phys. Soc., 
1993 (62); 1917 - 1921. 

[86] Fan E C. Uniformly constructing a series of explicit exact solutions to nonlinear equations 
mathematical physics[ J]. Chaos, Solitons and Fractals, 2003(16) : 819 —839. 

[87] Kawahara Т. Oscillatory solitary waves in dispersive media[ J]. J. Phys. Soc. Japan, 1972 
(33) 260 - 264. 

[88] Jiang Z. Construction of scattering data for a class of multidimensional scattering operators 
[J]. Inverse Probl. , 1989(5) :349 -374. 

[89] Ito М. An Extension of Nonlinear Evolution Equations of the K-dV (mK-dV) Type to Higher 
Orders[ J]. J. Phys. Soc. Jpn. , 1980(49) :771 -778. 

[90] Wazwaz A M. Exact solutions for the fourth order nonlinear Schrodinger equations with a cubic 
and a power law nonlinearities [ J]. Math. Comput. Modelling, 2006(43) : 802 - 808. 

[91] Ма W X, Fuchssteiner B. Explicit and exact solutions to a Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov 
equation J]. Int. J. Non-linear. Mech., 31( 1996 ) , 329 - 338. 

[92] Gudkov V V. A family of exact travelling wave solutions to nonlinear evolution and wave 
equations[ J]. J. Math. Phys. , 1997(38) : 4794 ~4803. 

[93] Du X Н. Classification of all single traveling wave solutions to (2 + 1) -dimensional general 
generalized Hirota equation [ J]. Advances and Applications Methematical Sciences, to 
appear. 

[94] Du X Н. Some notes on projective Riccati equation method[ J]. Fizika A, 2009, 18 (4): 
153 - 164. 

[95] Conte R, Musette M. Link between solitary waves and projective Riccati equations[ J]. Phys. 


89 


非 线性 数学 物理 方程 的 精确 解 


A, 1992(25); 5609 - 5623. 

[96] Bountis Т C, Papageorgiou V, Winternitz Р, et al. On the integrability and perturbations of 
systems of Ode’ with nonlinear superposition principles | J]. Physica D; 1986 (18): 211 - 
212. 

[97] Yan Z Y. Generalized method and its application in the higher-order nonlinear schordinger 
equation in nolinear optical fibres[ J]. Chaos, Solitons and Fractals, 2003, 16(5); 759 - 
766. 

[98] Zhang G X, Li Z B, Duan Y S, et al. Exact solitary wave solutions of nonlinear wave 
equations[ J]. Science in China (Series А), 2000, 30(12) :1103 — 1108. 

[99] Xie F D, Chen J, Li ZS, et al. Using Symbolic Computation to Exactly Solve the Integrable 
Broer-Kaup Equations in (2 + 1) -Dimensional Spaces [J]. Commun. Theor. Phys., 2005, 
43(4) : 585 - 590. 

[100] Emmaunuel Yomba. The general projective Riccati equations method and exact solutions for 

a class of nonlinear partial differetial equations[ J]. Chinese Journal of Physics, 2005, 43 
(6): 991 - 1003. 

[101] Chen У, Li В. General projective Riccati equation method and exact solutions for generalized 
KdV-type and KdV-Bergers-type equations with nonlinear terms of any order[ J], Chaos, 
solitons and Fractals, 2004, 19(4) : 977 —984. 

[102] Mei J Q, Zhang Н Q. New types of exact solutions for a breaking soliton equation [ J]. 
Chaos, Solitons and Fractals, 2004, 20(4) : 771 - 777. 

[103] E344. Maccari’ s 方程 组 新 的 精确 行 波 解 . 数学 的 实践 与 认识 , 2010( 待 发 表 )， 

[104] Feng X. Exploratory Approach to Explicit Solution of Nonlinear Evolution Equations [ J]. 
Int. J. Theor. Phys. , 2000,39(1) : 207 -222. 

[105] Lakshmanan M, Kaliappan P. Lie transformations, nonlinear evolutions, and Painleve forms 
[J]. J. Math. Phys., 1983, 24(4) ; 795 ~ 806. 

[106] Bluman G W, Cole J D. The general similarity solution of the heat equation[ J]. J. Math. 
Mech. , 1969(18) : 1025 - 1042. 

[107] Farlow S J. Partial Differential Equation for Scientists and Engineers [ M]. Canada: Wiley 
Interscience, 1982. 

[108] Du X H. An irrational trial equation method and its applications; Pramana-Journal of Physics 
(to appear). 

[109] Du X Н. New exact traveling wave solutions to the fourth-ogder nonlinear Schrodinger 
equation with power law nonlinearity (to submit). | 


90 


.jsp?dxNumber=0000 


HHHHHHHHHH 


LOO абвеш 
eonn0c0olrHWocrcn 
cooo lol lr 
ol ! I rc3cicoao 
らら ロロ ロロ ロロ の の 
ー ロ ロロ ロロ の ロロ つら 


